
План исследования соискателя Лыкова К.В.

1. Проведенные исследования.

В 1951 году Яно опубликовал работу [1], которая стала отправной точкой теории

экстраполяции. Мы сформулируем здесь лишь двойственный к теореме Яно результат.

Теорема (Яно, Зигмунд, [2]). Если линейный оператор T действует в прост-

ранствах Lp[0, 1] при p ∈ [p0,∞) и ‖T‖Lp→Lp = O(pα) при p → ∞ и некотором α > 0,

то T действует из L∞ в пространство Орлича ExpL1/α:

‖Tx‖ExpL1/α 6 C ‖x‖L∞ , где ‖x‖ExpL1/α := sup
0<t61

log−α(e/t)x∗(t),

x∗(t) — невозрастающая перестановка функции |x(t)|.

В [1] и [2] также представлены приложения к различным вопросам анализа. После

работы Яно появлялись отдельные публикации по экстраполяции (см., например, [3,

4, 5]), но единой унифицирующей теории не было. В конце 80-х — начале 90-х годов

прошлого века началась разработка общих подходов теории экстраполяции, связанная

прежде всего с именами Яверса и Мильмана [6-9]. В частности, используя введеные

ими функторы пересечения ∆ и суммы Σ они получили экстраполяционное описание

пространств, фигурирующих в теореме Яно (см., например, [8, с. 22-23]):

∆p0<p<∞
(
p−αLp

)
= ExpL1/α и Σ1<p<p0

(
(p− 1)−αLp

)
= L(logL)α.

Рассмотрим подробнее функтор пересечения ∆. Если {Aθ}θ∈Θ — семейство банахо-

вых пространств, непрерывно вложенных в банахово пространство A, то

∆θ∈Θ (Aθ) =

{
a ∈ A : ‖a‖∆ = sup

θ∈Θ
‖a‖Aθ <∞

}
,

т.е.

‖a‖∆ =
∥∥‖a‖Aθ∥∥L∞ , (1)

где L∞ — пространство ограниченных функций на Θ. Согласно Мильману и Яверсу

‖x‖ExpL1/α =

∥∥∥∥‖x‖ppα

∥∥∥∥
L∞(p0,∞)

, (2)

откуда, с учетом простого соотношения ‖x‖L∞ =
∥∥∥‖x‖p∥∥∥

L∞(p0,∞)
, мы сразу получаем

теорему Яно.
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Соискателем в качестве шкалы {Aθ}θ∈Θ рассматривалась шкала пространств Lp (1 6

p < ∞) на отрезке [0, 1]. В частности, исследовался вопрос, когда для пространства

Орлича LM (построенного по выпуклой функции M = M(u)) выполняется

LM = ∆16p<∞ (ω(p)Lp)

с некоторой ограниченной измеримой функцией ω(p).

В работах Мильмана и Яверса вычислены пространства ∆16p<∞ (ω(p)Lp) при ω(p) �

ω(2p) при p → ∞. Соискателем пространства ∆ (ω(p)Lp) вычислены при существенно

более слабых ограничениях на поведение ω(p). Приведем здесь формулировки некото-

рых теорем. Доказательства, примеры и приложения приведены в обзоре [10].

Теорема 1. Пусть функция M(u) имеет вид

M(u) = eN(log(u)), при u > u0, (3)

с некоторой выпуклой функцией N = N(t), и пространство LM совпадает с прост-

ранством Марцинкевича. Тогда

LM = ∆ (ω(p)Lp) , где ω = ω(p) = e−
N∗(p)
p , N∗(p) = sup

t∈R
{pt−N(t)}.

Напомним определение экстраполяционного функтора Σ, считая, что A0 ⊂ Aθ ⊂ A1:

Σ (Aθ) := {a ∈ A0 + A1 : a =
∞∑
n=1

an, an ∈ Aθn , и
∞∑
n=1

‖an‖Aθn <∞},

с нормой

‖a‖Σ := inf

{
∞∑
n=1

‖an‖Aθn : a =
∞∑
n=1

an

}
.

Теорема 2. Пусть ϕ(t) � teL(log 1/t) с положительной вогнутой функцией L(u) та-

кой, что limu→∞
L(u)
u

= 0. Тогда, если пространство Лоренца Λ(ϕ) есть одновременно

пространство Орлича, то

Λ(ϕ) = Σ1<p<p0

(
e
N∗(p′)
p′ Lp

)
, где N(t) = L−1(t), p′ =

p

p− 1
.

Также, как и теорема 1, теорема 2 не следует из результатов общей теории экстра-

поляции и имеет существенно более широкий спектр приложений.
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В работе [9] подробно рассмотрены экстраполяционные функторы ∆(r):

‖x‖∆(r)(Aθ) :=

{∫ [
‖x‖Aθ

]r
dθ

}1/r

.

Конструкцию ∆(r) можно получить, заменив в (1) L∞ на Lr. Еще больше возможностей

дает замена L∞ на произвольную банахову решетку F . Следующее определение пред-

ложено С.В.Асташкиным.

Определение. Симметричное пространство E называется экстраполяционным (при

p → ∞), если найдется такая банахова решетка F функций аргумента p ∈ [1,∞), что

‖x‖E � ‖‖x‖Lp ‖F . При этом F называется параметром экстраполяции.

Некоторые базовые свойства таких пространств сформулированы в [11, 12]. На ос-

нове этого определения в [13] были найдены необходимые и достаточные условия экс-

траполяционности важных в приложениях пространств Марцинкевича и Лоренца, ис-

следованы границы экстраполяционного описания симметричных пространств. Попут-

но выяснилось весьма интересное обстоятельство, состоящее в том, что нормы многих

экстраполяционных в этом смысле пространств E (хотя и не всех) допускают выше-

приведенное представление с параметром F = Ẽ, состоящим из всех функций x(u),

измеримых на [1,∞), таких, что функция x̃(t) := x(log2 2/t) (0 < t 6 1) принадлежит

самому E; при этом ‖x‖Ẽ = ‖x̃‖E. Примерами таких пространств являются упоминав-

шиеся выше пространства Орлича ExpL1/α:

‖x‖ExpL1/α � sup
0<t61

log−α2

(
2

t

)
x∗(t) � sup

1<p<∞
(p−α‖x‖Lp).

Такие пространства мы называем сильно экстраполяционными, им посвящена ра-

бота [14]. Таким образом, в сильно экстраполяционных пространствах мы наблюдаем

следующее удивительное явление: нормы функций x = x(t) и y = y(t) := ‖x‖p=log2 2/t

эквивалентны:

‖x(t)‖E � ‖‖x‖log2 2/t‖E

Общая теория экстраполяции [9] позволяет эффективно вычислять экстраполяционные

относительно шкалы {Lp} пространства с нормой

‖x‖ �

 ∞∫
p0

(
ω(p)‖x‖p

)r
dp

 1
r
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при ω(p) � ω(2p) (это свойство ω(p) называется в [9] сдержанностью, tempered). Все

такие пространства сильно экстраполяционны и, таким образом, попадают под предло-

женное нами описание.

Следующее определение предложено соискателем. Теорема, сформулированная да-

лее, доказана в [10], см. также более слабый вариант в [14]. Там же представлены при-

меры и приложения к теории операторов и ортогональным рядам.

Определение. Будем говорить, что параметр экстраполяции F сдержан (tempered),

если в F ограниченно действует оператор Df(p) := f(2p).

Теорема 3. Для симметричного пространства E на [0, 1] следующие условия экви-

валентны: (a) E сильно экстраполяционно; (b) в E ограниченно действует оператор

Sx(t) = x(t2); (c) E экстраполяционно со сдержанным параметром экстраполяции F .

Из этой теоремы в случае F = L∞(ω) вытекают экстраполяционные соотношения,

полученные ранее другими авторами [15-21].

2. Проект будущих исследований.

Соискатель планирует продолжить исследования по экстраполяции. В частности,

надеется получить экстраполяционное описание для широкого класса про-

странств, близких к Lp0 с p0 ∈ (1,∞), сформулировать и доказать соответству-

ющие экстраполяционные теоремы. Планируется перенести определение сильно

экстраполяционного пространства на случай более общих, чем Lp, интерпо-

ляционных шкал, в том числе на не функциональные пространства. Дело в том, что

определение сильно экстраполяционного пространства существенно использует то, что

пространство состоит из функций, а возникающие закономерности, по-видимому, име-

ют более общий характер. Планируется исследовать “обратную” экстраполяционную

задачу: возможность восстановления семейства Lp−оценок по двум или даже одной

предельной (end point estimate), что, по-видимому, возможно при некоторых дополни-

тельных ограничениях на оператор. В частности, хотелось бы детально изучить связь

между интерполяцией и экстраполяцией: при переходе от оценок операторов в

интерполяционных шкалах к оценкам в “предельных” пространствах, когда мы можем

без потерь восстановить по предельным оценкам оценки в интерполяционной шкале?

Планируется больше внимания уделить приложениям теории экстраполяции.

Соискатель надеется развить теорию экстраполяции ”вблизи“ пространства L1 настоль-
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ко, чтобы продвинутся в решении следующей фундаментальной проблемы гармониче-

ского анализа: описать класс S функций на [0, 1], тригонометрический ряд Фу-

рье которых сходится почти всюду. Вслед за знаменитыми теоремами Л.Карлесона

и Р.А.Ханта [22, 23], из которых следует, что в S содержится Lp для всех p > 1, П.Шолин

[24], а затем Н.Ю.Антонов [25] показали, что в S лежат также некоторые более широкие

пространства Орлича. Результат Антонова остается рекордным по сей день. Что же ка-

сается квазинормированных пространств, то здесь наибольшим является пространство,

построенное в 2002 г. Ариас-Де-Рейна [26]. Последние результаты в этом направлении

[27-30] свидетельствуют о важности методов теории экстраполяции операторов.

Другие приложения, которые намеревается затронуть соискатель: теоремы вложе-

ния, дифференциальные уравнения [31-37], проблема моментов [38], сходимость орто-

гональных рядов и мартингалов в пространствах, близких к L∞ [10, 39-43].

3. Преподавательский опыт и педагогические планы.

Я преподаю с 2003 года на механико-математическом факультете Самарского го-

сударственного университета. Среди преподаваемых дисциплин "Теория вероятностей“

(лекционный курс и семинары), "Математический анализ”, "Функциональный анализ“,

”Элементарная математика” (семинары), специальные курсы "Производящие функ-

ции“, "Интерполяция операторов”, "p-адический анализ“, "Теория мартингалов”, "Сто-

хастическое интегрирование“, ”Симметричные пространства”. Руковожу курсовыми и

дипломными работами. Веду факультативные занятия “Теория меры”, ”Пространства

Соболева“ и студенческий кружок, посвященный олимпиадным задачам. Участвовал в

качестве руководителя команды и члена жюри во Всероссийских студенческих и школь-

ных математических боях (г.Екатеринбург, г.Тула, г.Сочи). Также работаю в Самарской

областной физико-математической школе и Медико-техническом лицее (веду спецкур-

сы, посвященные олимпиадной тематике, руковожу научными работами).

Планирую организовать факультативный семинар по комбинаторике для младше-

курсников и семинар по функциональному анализу для старшекурсников и аспирантов.

Для школьников хотелось бы организовать общегородской кружок и способствовать

участию команд города Самары во всероссийских и международных мероприятиях вы-

сокого уровня (Всероссийский фестиваль юных математиков, Турнир городов), в кото-

рых Самара, к сожалению, не участвует.
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