
Îò÷åò î ðàáîòå â 2006 ã.Ì. �îâèíñêèé1 Íàó÷íàÿ ðàáîòà1.1 Êîíòåêñò ðàáîòû ÌîòèâûÈäåÿ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîãîìîëîãèé âîçíèêëà â 40-õ ãîäàõ ó À.Âåéëÿâ ñâÿçè ñ ïîäñ÷�åòîì ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà ìíîãîîáðàçèÿõ íàä êîíå÷íûìè ïî-ëÿìè. Òàêàÿ (ýòàëüíàÿ) òåîðèÿ êîãîìîëîãèé áûëà ïîñòðîåíà �ðîòåíäèêîì (ñîâ-ìåñòíî ñ Ì.Àðòèíîì), è èì æå áûëî ïðåäïîëîæåíî ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîéòåîðèè êîãîìîëîãèé ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîé àáåëåâîé êàòåãîðèè, íàçâàííîéèì êàòåãîðèåé ìîòèâîâ. �ðîòåíäèê ïîñòðîèë íåêîòîðóþ êàòåãîðèþ (÷èñòûõ ìî-òèâîâ), êîòîðàÿ çàäà�åò òåîðèþ êîãîìîëîãèé äëÿ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ ìíîãî-îáðàçèé, ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ¾ñòàíäàðòíûõ¿ ãèïîòåç. ßííçåí äîêàçàë, ÷òî,êàê è ïðåäïîëàãàë �ðîòåíäèê, ýòà êàòåãîðèÿ àáåëåâà è ïîëóïðîñòà. Â ìîåé ñòàòüåâ Math.Zeit., 249 (2005), no. 1, 163�221 ïîêàçàíî, ÷òî êàòåãîðèþ ÷èñòûõ ìîòèâîâìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè íåêîòîðûõ ïðåäñòàâëåíèé òî-ïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ðàñøèðåíèéïîëåé, ñì. íèæå.Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ¾òåîðèÿ (ñìåøàííûõ) ìîòèâîâ¿, äî ñèõ ïîð âî ìíîãîìãèïîòåòè÷åñêàÿ, ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ Äåëèíÿ, Áëîõà è Áåéëèíñîíà. Â ÷àñòíî-ñòè, îíè èçó÷àëè ¾õîäæåâû ðåàëèçàöèè¿ ìîòèâîâ. Ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàòÄåëèíÿ ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè íåêîòîðîé êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû (ñòðóêòó-ðû Õîäæà) íà ñèíãóëÿðíûõ êîãîìîëîãèÿõ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî êîìïëåêñíîãîìíîãîîáðàçèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàñøèðå-íèÿ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ êîãîìîëîãèé íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ êîìïëåêñ-íûõ ìíîãîîáðàçèé, ¾÷èñòûõ ñòðóêòóð Õîäæà¿. Ïðîâåä�åííûå â lo
.
it. âû÷èñëå-íèÿ ãðóïï ðàñøèðåíèé ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñòûì ìî-òèâàì, îêàçàëèñü äâîéñòâåííûìè ãèïîòåòè÷åñêèì ãðóïïàì ðàñøèðåíèé ìåæäó÷èñòûìè ìîòèâàìè, ÷òî óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü èçâëå÷åíèÿ íåêîòîðîé èí-�îðìàöèè î ñìåøàííûõ ìîòèâàõ èç ïðåäñòàâëåíèé G.Íà äàííûé ìîìåíò òåîðèÿ Õîäæà íå íàñòîëüêî ðàçâèòà, ÷òîáû â å�å òåðìèíàõîïèñûâàòü êàòåãîðèþ ìîòèâîâ. Îäíàêî, ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ ìîòèâîâ ñ ïîìî-ùüþ íàáîðîâ ¾êîíêðåòíûõ¿ òåîðèé êîãîìîëîãèé, áûëà ïðåäïðèíÿòà Äåëèíåì è1



ßííçåíîì. Îñíîâíûå ïðîáëåìû ýòîãî ïîäõîäà ñâÿçàíû ñ íåäîêàçàííîñòüþ òàêèõ(¾íåìîòèâíûõ¿, ò.å. ïðèâÿçàííûõ ê êîíêðåòíûì òåîðèÿì êîãîìîëîãèé) ãèïîòåç,êàê ãèïîòåçû Õîäæà è Òåéòà.Íàêîíåö, â ðàáîòàõ Â.Âîåâîäñêîãî, Ì.Ëåâèíà, Ø.Ñàéòî... áûëè ïîñòðîåíûòðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè, êîòîðûå äîëæíû áûòü ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðè-ÿìè àáåëåâîé êàòåãîðèè ìîòèâîâ. Êàê ïîêàçàë À.Áåéëèíñîí, ýòà àáåëåâà êàòåãî-ðèÿ ìîòèâîâ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, åñëè èìåþò ìåñòî ¾ñòàíäàðòíàÿ¿ ãèïîòåçàî ïîëóïðîñòîòå è ãèïîòåçà Áëîõà�Áåéëèíñîíà î ìîòèâíîé �èëüòðàöèè.Èç ãèïîòåçû î ¾ìîòèâíîñòè¿ ¾ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ¿ ïðåäñòàâëåíèé,ñì. lo
.
it., ñëåäóåò, ÷òî âñå ¾áèðàöèîíàëüíûå¿ ìîòèâíûå âîïðîñû, ò.å. òå èç íèõ,êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò ïîëÿ �óíêöèé ìíîãîîáðàçèÿ, ìîæíî ïåðåâåñòè íàÿçûê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G. Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîãî âîïðîñà � ñòðóê-òóðà ãðóïïû ×æîó 0-öèêëîâ ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à òî÷íåå, å�åçàâèñèìîñòü îò àëãåáðû ðåãóëÿðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ �îðì íà ýòîì ìíîãî-îáðàçèè. Åñëè �îðìóëèðîâàòü ýòó ïðîáëåìó â òåðìèíàõ ïðåäñòàâëåíèé G, òîòðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìîäóëü êýëåðîâûõ äè��åðåíöèàëîâ ñîäåðæèò âñå íåïðè-âîäèìûå ¾ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûå¿ ïðåäñòàâëåíèÿ.�ðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ïîëåé è èõ ïðåäñòàâëåíèÿ�ðóïïû àâòîìîð�èçìîâ íåàëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé ïîëåé èçó÷àëèñü ìàëî, àèõ ïðåäñòàâëåíèÿ èçó÷àëèñü ðàíåå òîëüêî â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ (òàêèõ êàê òåî-ðèÿ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï è ãðóïï òî÷åê àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïíàä ðàçíîîáðàçíûìè êîëüöàìè), â îñîáåííîñòè â òåîðèè àâòîìîð�íûõ ïðåäñòàâ-ëåíèé, íî íå â ñëó÷àå ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ðàñ-øèðåíèé. Èç ñàìûõ ðàííèõ ðàáîò, âòîðàÿ èç êîòîðûõ ìîòèâèðîâàíà èçó÷åíèåìïîëåé àâòîìîð�íûõ �óíêöèé, óïîìÿíóN.Ja
obson, Le
tures in abstra
t algebra. Vol III: Theory of �elds and Galoistheory. D. Van Nostrand Co., 1964;È.È.Ïÿòåöêèé-Øàïèðî, È.�.Øà�àðåâè÷, Òåîðèÿ �àëóà òðàíñöåíäåíòíûõ ðàñ-øèðåíèé è óíè�îðìèçàöèÿ, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�, ñåð. ìàòåì. 30 (1966), 671�704.Ïðîñòîòà íåêîòîðûõ èç òàêèõ ãðóïï óñòàíîâëåíà â ðàáîòå D.Las
ar, The groupof automorphisms of the �eld of 
omplex numbers leaving �xed the algebrai
 numbersis simple.Model theory of groups and automorphism groups, 110�114, London Math.So
. Le
ture Note Ser., 244, Cambridge Univ. Press, 1997.1.2 Ñîäåðæàíèå ðàáîòû1. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ñîñòîèò â ñâÿçè ¾ãîìîòîïè-÷åñêè èíâàðèàíòíûõ¿ ïðåäñòàâëåíèé ñ êýëåðîâûìè äè��åðåíöèàëàìè. Ïîñëåä-íèå ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì äîïóñòèìûõ ïîëóëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé.2



Â [3℄ ïîëíîñòüþ îïèñàíà êàòåãîðèÿ äîïóñòèìûõ ïîëóëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèéãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ðàñøèðåíèÿ ñ÷�åòíîé ñòåïåíèòðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îñíîâ-íîãî ïîëÿ òàêæå ïîëó÷åíû ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîäòâåðæäàþùèå îæè-äàåìóþ ñâÿçü ñ êýëåðîâûìè äè��åðåíöèàëàìè.2. Åñëè F/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî èìåþòñÿ îòîáðàæåíèÿ: èç ìíîæåñòâàïðîìåæóòî÷íûõ ïîäïîëåé â F/k âî ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ïîäãðóïï â Aut(F/k),
K 7→ Aut(F/K), è èç ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ ïîäãðóïï â Aut(F/k) âî ìíîæåñòâîïðîìåæóòî÷íûõ ïîäïîëåé â F/k, H 7→ F H , êîòîðûå â ñëó÷àå ðàñøèðåíèÿ �àëóà� âçàèìíî îáðàòíûå áèåêöèè.à) Îïèñàíî ñåïàðàáåëüíîå çàìûêàíèå ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ àë-ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ ñòåïåíè îäèí â òåðìèíàõ ïîäãðóïïû, ïîðîæä�åííîéâñåìè ïîäãðóïïàìè �àëóà.á) Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, F � àë-ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k íå áîëåå ÷åì ñ÷�åòíîé ñòåïåíè òðàíñ-öåíäåíòíîñòè, è G � ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ïîëÿ F íàä k. Íà G ðàññìàòðèâàåòñÿòîïîëîãèÿ, áàçèñ îòêðûòûõ ïîäãðóïï êîòîðîé ñîñòàâëÿþò ñòàáèëèçàòîðû êîíå÷-íûõ ïîäìíîæåñòâ F .Óñòàíîâëåíà ìàêñèìàëüíîñòü ñòàáèëèçàòîðîâ ñîáñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêè çà-ìêíóòûõ ïîäïîëåé F êîíå÷íîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä k. Ïîêàçàíî, ÷òîâ ñëó÷àå ñ÷�åòíîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè âñå ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå îò-êðûòûå ïîäãðóïïû â G èìåþò òàêîé âèä. Ýòî ìîòèâèðîâàíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü,èçó÷åíèåì ñòàáèëèçàòîðîâ âåêòîðîâ ãëàäêèõ ïðåäñòàâëåíèé G.Â ñëó÷àå ñ÷�åòíîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ìàêñèìàëüíûõ ñîá-ñòâåííûõ îòêðûòûõ ïîäãðóïï â G îïèñàíû ïîäãðóïïû G, �èêñèðóþùèå íåêîòî-ðîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîäïîëå, ò.å. ïîñòðîåíà òåîðèÿ �àëóà àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-òûõ ðàñøèðåíèé ñ÷�åòíîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè. Ýòî � îòâåò íà îäèí èçâîïðîñîâ èç ñòàòüè W.Krull, �Uber eine Verallgemeinerung des Normalk�orperbegri�s,J. reine u. angew. Math. 191, (1953), 54�63.â) Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè óñòàíîâëåíà ìàêñè-ìàëüíîñòü ñòàáèëèçàòîðîâ Gv äèñêðåòíûõ íîðìèðîâàíèé v ðàíãà îäèí. Ýòî äà�åòïðèìåð íåîòêðûòûõ çàìêíóòûõ ìàêñèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï G.3. Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå ìîäóëåé êýëåðîâûõ äè��å-ðåíöèàëîâ òàêèå, êàê ïîëóïðîñòîòà ïîäìîäóëÿ ðåãóëÿðíûõ �îðì ñòàðøåé (êî-íå÷íîé, ðàçóìååòñÿ) ñòåïåíè.4. Äëÿ êàæäîãî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ïîñòðîåí âïîëíå ñòðîãèé ïîä-�óíêòîð (−)v : SmG −→ SmGv

çàáûâàþùåãî �óíêòîðà èç êàòåãîðèè ãëàäêèõïðåäñòàâëåíèé G â êàòåãîðèþ ãëàäêèõ ïðåäñòàâëåíèé ñòàáèëèçàòîðà Gv äèñêðåò-íîãî íîðìèðîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèé ñþðúåêöèè è èíúåêöèè. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíîíàäåÿòüñÿ îïèñàòü íàèáîëåå èíòåðåñíûå ãëàäêèå ïðåäñòàâëåíèÿ G êàê ¾äîñòàòî÷-íî �óíêòîðèàëüíûå¿ ïó÷êè, ò.å. ñäåëàòü ñâÿçü ïðåäñòàâëåíèé ñ ãåîìåòðèåé áîëåå3



ÿâíîé.Ýòî òðåáóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ¾íåáîëüøóþ¿ êàòåãîðèþïîëóëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ñîäåðæàùóþ âñå ¾ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíûå¿ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ðàñøèðåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Åñëè �óíêòîð (−)v òî÷åí, òîìîæíî íàéòè òàêóþ êàòåãîðèþ, êîòîðàÿ ¾ñóùåñòâåííî ìåíüøå¿ êàòåãîðèè âñåõãëàäêèõ ïîëóëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé.2 Âûïóùåíû ñëåäóþùèå ïðåïðèíòû:[1℄ Representations of �eld automorphism groups, math.RT/0507388 v2.[2℄ On maximal proper subgroups of �eld automorphism groups, math.RT/0601028.3 Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè ñòàòüÿ:[3℄ Admissible semi-linear representations, math.RT/0506043, J. reine und angew.Math. (Crelle).4 Ïðåïîäàâàíèå:Îñåííèé ñåìåñòð 2006: ¾Ââåäåíèå â òåîðèþ ïîëåé êëàññîâ¿.

4


