Шестнадцатый заочный творческий конкурс учителей по математике
Задания конкурса, ответы, решения, комментарии и критерии проверки
I. Решите задачи.
№1. В киноконцертном зале – 374 кресла, расположенные в виде прямоугольника. В жёстких условиях социальной дистанции запрещено заполнять ряды с чётными номерами, а на остальных рядах между любыми двумя зрителями должно оставаться не менее двух свободных кресел. Какое наибольшее количество билетов могут быть проданы с соблюдением этих условий? (Будем считать, что и количество рядов, и количество мест в ряду, больше двух.) 
Ответ: 72 билета.
Решение. Разложим число 374 на простые множители: 374 = 2×11×17. Учитывая, что и количество рядов, и количество мест в ряду, больше двух, получим, что возможны четыре случая.
1) 22 ряда по 17 мест. Тогда могут быть заняты 11 рядов по 6 мест в каждом. Итого: 11×6 = 66 проданных билетов.
2) 17 рядов по 22 места. Тогда могут быть заняты 9 рядов по 8 мест в каждом. Итого: 9×8 = 72 проданных билета.
3) 34 ряда по 11 мест. Тогда могут быть заняты 17 рядов по 4 места в каждом. Итого: 17×4 = 68 проданных билетов.
4) 11 рядов по 34 места. Тогда могут быть заняты 6 рядов по  12 мест в каждом. Итого: 6×12 = 72 проданных билета.
При подсчёте количества занятых мест в одном ряду можно использовать, что если в ряду n мест и n не кратно трём, то может быть занято 
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 место.
А. Блинков
Критерии проверки. 
Верно рассмотрены все случаи и получен верный ответ – 10 баллов
Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№2. Решите уравнение: 
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Ответ: 
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Решение. По неравенству между средним арифметическим и средним геометрическим 
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. Вместе с тем, 
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  Следовательно, равенство возможно только в случае, когда значение обеих частей равно 
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Рассмотрим правую часть: 
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, nÎZ. При найденных значениях x выполняется равенство sin2x = cos2x, поэтому неравенство, полученное при оценке левой части также обращается в равенство.
Оценку левой части уравнения можно произвести иначе: 
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, так как сумма двух взаимно обратных положительных чисел не меньше, чем 2.
Фольклор
Критерии проверки. 
Приведено верное обоснованное рассуждение и получен верный ответ – 10 баллов
Приведено в целом верное рассуждение, получен верный ответ, но в обосновании есть пробел – 9 баллов
Присутствует идея использования ограниченности функций, но обоснования отсутствуют – 4 балла
Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№3. В окружности проведена хорда АВ, на которой отмечена точка X. В каждый из двух образовавшихся сегментов вписана окружность, содержащая точку X. Докажите, что отношение радиусов вписанных окружностей не зависит от выбора точки X. 
[image: image60.emf]Решение. Пусть О – центр исходной окружности, О1, r1 и О2, r2 – центры и радиусы окружностей, вписанных в сегменты. 
[image: image61.emf]Первый способ. Пусть прямая, проходящая через точку X перпендикулярно АВ пересекает вписанные окружности в точках Р и Q, тогда XР и XQ – диаметры этих окружностей (см. рис. 3а). Проведём диаметр RS большой окружности, параллельный PQ, который пересекает АВ в точке W. Через М и N обозначим точки касания окружностей. 
По лемме о сегменте прямые MS и NR проходят через точку X. Тогда точка Р лежит на отрезке MR, так как ÐРМX = 90° = ÐRМS  Аналогично точка Q лежит на отрезке NS. Пусть прямые MR и NS пересекаются в точке Т. Так как X – ортоцентр треугольника RST, то Т лежит  на прямой АВ.
Из подобия треугольников TPX и TRW получим: 
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, а из подобия треугольников TQX и TSW следует, что 
[image: image16.emf]QX

SW

TX

TW



. Значит, 
[image: image17.emf]r

r

PX

QX

RW

SW

1

2

 

, что и требовалось, так как последнее отношение не зависит от выбора точки X.
В случае, когда точка X совпадает с W, справедливость равенства 
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Второй способ. Линии центров ОО1 и ОО2 проходят через точки касания соответствующих вписанных окружностей с исходной, поэтому ОО1 = R – r1, ОО2 = R – r2, где R – радиус большой окружности (см. рис. 3б). Опустим перпендикуляры OW = d на АВ  и OF на О1О2, тогда OWXF – прямоугольник. 
Из треугольников ОFО1 и ОFО2 выразим OF2, используя теорему Пифагора, и приравняем полученные выражения: 
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[image: image62.emf]После упрощения получим: 
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, что и требовалось, так как последнее отношение не зависит от выбора точки X.
Приведём также решение участника конкурса А.М. Пешнина (г. Москва). 
Обозначим большую окружность через w и рассмотрим инверсию с центром A радиусом AX. Пусть B' – образ точки B при этой инверсии. Тогда образом w  будет прямая m, проходящая через B' и параллельная касательной к w  в точке A. Образом отрезка AB будет луч [B'X). Две малые окружности ортогональны окружности инверсии, поэтому перейдут сами в себя. Они будут вписаны в смежные углы, образованные прямой m с лучом [B'X). Их радиусы равны B'Xtga и B'Xсtga, если угол между AB и m равен 2a. Таким образом, отношение этих радиусов равно tg2a и не зависит от положения точки X. 
А. Карлюченко. Сангаку. Японская храмовая геометрия.
 – К.: Сталь. 2012  (Задача 3.5)
Критерии проверки. 
Приведено полное обоснованное рассуждение – 10 баллов
Приведено в целом верное рассуждение, содержащее незначительные пробелы или неточности – 8-9 баллов
Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№4. Найдите наибольшее значение отношения площади поверхности тетраэдра к сумме квадратов его ребер.
Ответ: 
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Решение. Докажем сначала, что если а, b и c – стороны треугольника, а S – его площадь, то S £ 
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, причём равенство достигается, если треугольник – равносторонний. 
По формуле Герона S2 = p(p – a)(p – b)(p – c), где р – полупериметр треугольника.. По неравенству Коши для трёх чисел 
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 и равенство достигается при том же условии. Далее воспользуемся верным неравенством 3(a2 + b2 + c2) ³ (a + b + c)2 = (2р)2, равенство в котором также достигается, если а = b = c. Тогда a2 + b2 + c2 ³ 
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, что и требовалось.
Существуют и другие способы доказательства этого неравенства. См., например, Шклярский Д.О., Ченцов Н.Н., Яглом И.М. Геометрические неравенства и задачи на максимум и минимум. Наука, Физматлит, 1970.
Рассмотрим теперь тетраэдр, обозначив длины его ребёр через а, b, c, x, y, z. Запишем для каждой грани доказанное неравенство, после чего почленно сложим эти четыре неравенства. Учитывая, что каждое ребро принадлежит ровно двум граням, получим: 
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, откуда отношение площади поверхности к сумме квадратов ребёр не превосходит 
[image: image33.emf]1

2 3

 = 
[image: image34.emf]3

6

  Равенство достигается, если каждая грань – равносторонний треугольник, то есть, когда тетраэдр – правильный.
Э.Г. Готман. Стереометрические задачи и методы их решения, – М.: МЦНМО, 2006.
Критерии проверки. 
Приведено полное обоснованное рассуждение – 10 баллов
Приведен верный ответ, но рассмотрены только частные случаи тетраэдров – 1-2 балла
Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
№5. В футбольном турнире участвовало n команд. Каждая из них сыграла с каждой один раз. Все матчи проходили на одном поле. Оказалось, что каждая команда в своём k-том матче забила k мячей. Какое наименьшее количество матчей могло закончиться вничью?
Ответ: два.
Решение. Первый и последний матчи неизбежно закончатся вничью, так как для обеих команд это будут матчи с одинаковым номером, поэтому меньше двух матчей не может закончиться вничью.
Покажем по индукции, что можно построить расписание матчей так, что остальные матчи не будут ничейными. Для трёх команд любое расписание удовлетворяет этому условию. Пусть такое расписание составлено для турнира, в котором n команд. Тогда для турнира, в котором n + 1 команда, поступим следующим образом. 
Отыграем все матчи по расписанию для n команд, кроме последнего ничейного. Без ограничения общности можно считать, что несыгранным остался матч между командами с номерами 1 и 2. После этого, n + 1 команда последовательно играет со второй, с третьей, и так далее, с n-ой, затем с первой. Ни в одной из этих встреч ничьей не будет, так как вторая команда будет играть матч с номером n – 1, а остальные команды, кроме первой, – с номером n, а первая – с номером n – 1, в то время, как для n + 1 команды это будут матчи с номерами 1, 2, ..., n – 1, n соответственно. Последним будет сыгран матч между первой и второй командой, который закончится вничью.
Доказать, что все матчи, кроме первого и последнего, не будут ничейными можно иначе. Например, в работе Д.А. Рожновой, Л.С. Турилкиной (г. Пенза) задача сформулирована на языке теории графов, где вершинами графа являются команды, а рёбрами – матчи, и проведено соответствующее рассуждение.
А. Чеботарёв, VIII турнир математических боёв имени А.П. Савина
Критерии проверки. 
Приведено полное обоснованное рассуждение – 10 баллов
Приведено в целом верное решение, содержащее незначительные неточности (например, утверждается, что последний матч закончился со счётом n : n) – 9 баллов
доказано только, что ничейных матчей не менее двух – 2 балла
Задача не решена или решена неверно – 0 баллов
II. Методический блок.
№6. В предложенном тексте могут содержаться математические ошибки (как в условии «задачи», так и в «ответе» и «решении»). Если некорректно условие «задачи», то объясните, почему это так. Если неверно только «решение», то укажите все ошибки и приведите верное решение.
«Задача». Найдите площадь треугольника АВС, в котором ВС= 5, ÐВ = 15°, а медиана CD образует со стороной АС угол 75°.
«Ответ»: 6,25
«Решение». Рассмотрим окружность с центром О, описанную около данного треугольника, и продлим CD до пересечения с окружностью в точке Е. Тогда ÐАВЕ = ÐАСЕ = 75°, поэтому ÐСВЕ = 90°, то есть СЕ – диаметр окружности  (см. рис. 6). Следовательно, её центр О лежит на серединном перпендикуляре к стороне АВ, то есть OD^AB. Значит, медиана CD данного треугольника совпадает с его высотой, поэтому АС= ВС = 5, ÐАСВ = 150°. Тогда SABC = 0,5AC×BC×sin150° = 6,25.
Комментарий. Условие «задачи» корректно и сам по себе текст «решения» ошибок не содержит, но рассмотрены не все случаи, а именно, центр О описанной около АВС окружности может совпасть с точкой D, тогда угол АСВ – прямой. Следовательно, АС = ВС×tg15° = 5(2 – 
[image: image35.emf]3
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Таким образом, задача имеет два ответа.
Предложил А. Федулкин
Критерии проверки. 
Верно указано, что условие «задачи» корректно и в тексте «решения» ошибок нет, объяснено, почему есть второй случай, который верно разобран – 10 баллов
Указан и разобран второй случай, но приведённый в условии текст никак не охарактеризован, поэтому неясно, почему нет ещё случаев – 8 баллов
Указан и разобран второй случай и ошибочно доказывается, что случай, приведённый в «решении», невозможен – 3 балла
№7. Витя ищет значения двух сумм:
1) [image: image37.emf] 
2) [image: image38.emf]
Он нашёл, что первая сумма равна 1, и перешел ко второму пункту. Его решение:
[image: image39.emf]
Выражение в скобках похоже на производную некоторого многочлена по переменной p:
[image: image40.emf]
Но выражение в скобках – это выражение из пункта 1). Тогда
[image: image41.emf]
1) Предложите способ вычисления первой суммы.
2) Найдите ошибки при вычислении второй суммы и исправьте их, если это возможно.
3) Как можно интерпретировать заданные суммы с точки зрения теории вероятностей?
Комментарий. 1) Эта сумма равна [image: image42.emf]
2) Равенство[image: image43.emf]
действительно верно. А вот равенство 
[image: image44.emf] неверно. Для того, чтобы взять производную, тождество должно быть корректным не только в точке, но и в окрестности (т.к. в производную «зашито» понятие предела). Но выражения в скобках равны только есть [image: image45.emf], что перестает быть верным при изменении значения [image: image46.emf].
Для корректного взятия производной заметим, что [image: image47.emf] независимо от того, чему равна сумма [image: image48.emf] и [image: image49.emf]. Для этого выражения мы можем брать производную по [image: image50.emf]:
[image: image51.emf]
После взятия производной можно подставить [image: image52.emf], что приведет к верному результату.
[image: image53.emf]
3) Первое полученное равенство – это утверждение о том, что если кинуть монетку (не обязательно симметричную) несколько раз, то хоть сколько-то решек выпадет (возможно, 0). Полученное значение второй суммы есть ни что иное, как математическое ожидание для биномиального распределения. 
Альтернативное решение для вычисления второй суммы можно получить, рассматривая функцию (p + etq)n, дифференцируя ее по переменной t и подставляя затем значение t = 0. Это более общий способ, так как последовательное дифференцирование функции позволяет получать значения сумм, получающихся из умножения степеней натуральных чисел на биномиальные коэффициенты.
Предложил А. Шкловер
Критерии проверки (баллы суммируются). 
Верно указан способ вычисления первой суммы – 2 балла
Указано, что производная вычислена неверно, и объяснено почему – 2 балла
Верно найдена производная – 2 балла
Верно интерпретирована первая сумма – 2 балла
Верно интерпретирована вторая сумма – 2 балла
№8. Учитель подбирает параметры a, b и с для условия следующей задачи так, чтобы она имела два различных решения.
Задача. Лодка прошла a км по течению реки и b км против течения, затратив на это столько же времени, сколько ей нужно, чтобы пройти в стоячей воде c км. Каково отношение собственной скорости лодки к скорости течения?
Подскажите учителю какой-либо подходящий набор целых значений указанных параметров так, чтобы оба решения задачи также были целыми. Подтвердите свой ответ выкладками.
Комментарий. Пусть скорость лодки в стоячей воде равна x км/ч, а скорость течения равна y км/ч. Тогда общий вид уравнения, удовлетворяющего условию задачи:
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. Освободившись от знаменателей, которые должны принимать только положительные значения, и учитывая однородность полученного уравнения, получим уравнение  (a + b – c)t2 – (a – b)t + c = 0, где 
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Дальнейший подбор параметров определяется тем, что это уравнение должно иметь два корня, оба большие единицы. Для этого необходимо (но не достаточно!) одновременное выполнения трёх условий: D = (a – b)2 – 4c(a + b – c) > 0, t1 + t2 = 
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 > 2. Получая из них разнообразные следствия, можно осуществить требуемый подбор.
Именно такой способ подбора искомых значений, включающий еще и соображения делимости, приведён в работе Д.А. Рожновой, Л.С. Турилкиной (г. Пенза). Это позволило получить четыре набора параметров (см. таблицу), причём полученные отношения скоростей не противоречат реальности: Помимо этого, ими написана программа на языке Paskal, облегчающая поиск искомых значений.
Другой путь – идти от ответов, которые требуется получить. Если привести некоторые несложные рассуждения, например, связанные с четностью, и сузить полученную линейную систему уравнений относительно параметров а, b и с при помощи любой естественно возникающей линейной связки, то можно предложить учителю способ составления большого количества вариантов условия «задачи». 
Такой подход показан в работе И. Эльмана (г. Москва). Введя обозначение a + b – c = k, из уравнения  (a + b – c)t2 – (a – b)t + c = 0 по теореме Виета получены два равенства: a – b = k(t1 + t2) и  c = kt1t2. Рассматривая их как систему линейных уравнений относительно а, b и с, получено: 
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; c = kt1t2. Подставляя в эти равенства такие целые числа t1 è t2, что 1 < t1 < t2 и выбирая натуральные значения k, можно получить различные искомые наборы значений а, b и с (если t1 è t2 – чётные, то k  – также чётное).
Похожий способ решения изложен в работе А.А. Тимофеева и А.П. Челкак (г. Санкт-Петербург), где указано, что достаточно взять k = 1. Кроме того, в этой работе уделено особое внимание реалистичности получаемых значений. Например, указано, что для t1 = 3 è t2 = 5 получаются такие значения: а = 12, b = 4, c = 15. Тогда, если скорость течения равна, например, 2 êм/ч, то скорость лодки равна 6 км/ч или 10 км/ч, что вполне реально.
Отметим, что особенно ценилось, если участники не только приводили целочисленные значения параметров, дающие требуемые  различные целочисленные отношения скоростей, но и «помогали учителю» подобрать эти значения, то есть указывали какой-либо путь хотя бы частичного решения поставленной проблемы в общем виде.
Предложил А. Эвнин
Критерии проверки (баллы суммируются).
Приведен верный пример какого-либо набора требуемых параметров и проведена проверка – 2 балла
Получена математическая модель (приведено уравнение в общем виде,  возможно – дана ссылка на его однородность) – 2 балла
Введена новая переменная – отношение скоростей; указано, что ее искомые значения – целочисленные и больше 1, либо  указано, что по смыслу задачи скорость течения можно (но не обязательно!) брать, например, 1, 2 или 3 (то есть записано осмысленное условие, с помощью которого учителю будет проще находить значения параметров) – 1 балл
Выписаны условия для дискриминанта, суммы и произведения корней – 1 балл
Показан какой-либо разумный алгоритм, с помощью которого учитель сможет сам подбирать параметры для условия «задачи», например, дано указание на возможность поиска параметров, исходя из искомых ответов – 3-5 баллов (в зависимости от полноты, обоснованности и простоты метода).
III. Аналитический блок.
№9. В последние годы в образовательном процессе нашли широкое применение «Живая геометрия», Geogebra и другие подобные компьютерные программы. В каких видах учебной деятельности их использование уместно, а в каких – не очень полезно, а, возможно, и вредно? Обоснуйте свою точку зрения.
Комментарий. Мы постарались собрать весь спектр идей, представленных в работах участников конкурса. Сразу хочется отметить, что случаи, когда использование компьютерных программ уместно, в работах разных участников были похожи, а вот недостатки каждый находил свои. Поэтому, если собрать все идеи вместе, то может показаться, что недостатков существенно больше, чем преимуществ. Так ли это на самом деле – каждый учитель решит для себя.
Начнём с очевидного. Программы динамической математики хороши для выполнения чертежей к задачам, для визуализации, например,  трёхмерных объектов, геометрических преобразований или задач с параметрами. Эти программы позволяют построить один чертеж и следить за ним в динамике – это удобнее, чем много чертежей для разных случаев в одной задаче. Стереометрические чертежи в Геогебре позволяют рассмотреть трёхмерный объект с разных сторон и выбрать удачный ракурс для дальнейшего решения задачи. 
Также в Геогебре можно представить сложный чертеж в компактной форме, а именно, изображать чертежи, возникающие при решении задачи, «по шагам». Кроме этого, отметим, что с помощью таких программ удобно готовить материал для урока, на котором школьникам потребуется решать задачи на готовых чертежах. Также указанные программы хороши, если чертёж надо выполнить точно – легко построить, например, правильный десятиугольник, золотое сечение или отрезок длины корень из двух. 
С помощью программ живой математики учитель может демонстрировать ученикам идеи на готовых моделях, может сам построить необходимые ему модели, может предложить ученику провести исследование на готовой модели, а может предложить ученику самому создать себе модель для исследования задачи. 
Такие программы позволяют быстро проверить гипотезу, которая появляется при решении той или иной задачи. Однако, тут есть проблемы. Иногда неточность разрешения экрана сбивает на ложный путь: например, кажется, что три прямые пересекаются в одной точке, но если увеличить чертеж, то выяснится, что это не так. 
Модель, созданная с помощью программы, может помочь продвинуться в сложной задаче, если ученик «застрял». У этого преимущества есть и оборотная сторона: если программа всегда будет подсказывать ученику идею решения задачи, когда он зашел в тупик, то это может помешать ему самому искать такие идеи. Но с третьей стороны, если у ученика появляется навык задавать себе вопрос «А как бы я построил такой чертеж в Геогебре, то это может научить его находить верное дополнительное построение и видеть дополнительные связи между элементами в той или иной конструкции. 
Отдельно отметим, что такие программы существенно помогают учителю на дистанционных уроках. Также уроки с использованием указанных программ мотивируют учеников, делают уроки разнообразнее и интереснее. 
Перечисленные выше достоинства встречались во многих работах. Перейдем теперь к более «уникальным» способам применить программы живой математики. 
Модели в таких программах можно выдать ученику для самопроверки решения задачи, которую он решает традиционным способом. Также удобно их использовать для повторения или обобщения пройденной темы за короткое время. Эти программы дают возможность показать связь между алгеброй и геометрией. При построении геометрической фигуры Геогебра сразу пишет уравнения, которые ее задают. И наоборот, можно написать уравнение и визуализировать множество точек, ему удовлетворяющее. Геогебра помогает найти аналитические решения задачи. Но здесь же скрыт и недостаток: часто нужно научить решать задачу геометрически, а не сводить её к системе уравнений. 
При разборе ошибок часто требуется показать не только верное решение задачи, но характерные ошибки и ложные пути. Тут мнения участников конкурса разделились: одни считали, что Геогебра позволяет быстро рассмотреть и ошибки тоже, другие – что Геогебра мешает нарисовать неправильный чертеж, а поэтому мешает демонстрировать ученикам возможные ошибки. Геогебра не позволяет и ученику ошибиться в чертеже. А как учить без ошибок? 
Благодаря применению таких программ, формулировки утверждений превращаются из заученных фраз в утверждения, которые можно проверить экспериментально. Дети учатся мыслить конструкциями, видеть связи между разными свойствами конструкции. Иногда исследование одной проблемы может натолкнуть их на новые факты, они увидят новую задачу, то есть такие программы могут научить школьников самим придумывать новые задачи. 
С практической точки зрения, некоторые участники предлагали 5-6 классах научить школьников пользоваться такими программами, тогда с 7 класса можно вообще не уделять этому отдельного внимания, дети будут сами использовать программу там, где им нужно. 
Теперь перейдем к недостаткам. Вот о чём участники конкурса писали больше всего: детям необходим навык рисования чертежей на бумаге, умение пользоваться циркулем и линейкой, вырабатывать твердость руки и развивать мелкую моторику. Использование компьютера этому мешает, да еще и зрение портит. 
Часто программа подсказывает ученику решение, а потом, например, на контрольной работе ему уже придется действовать самостоятельно. Иногда программа хорошо визуализирует некоторый факт, а иногда и полностью решает задачу, а это часто вредно. То есть, если школьник будет использовать только динамические чертежи, он не научится сам решать задачу. 
Иногда некоторые действия полезно сделать медленно, а не быстро. Когда учитель на доске объясняет решение по шагам и постепенно дорисовывает чертеж, ученикам проще понять, что происходит, чем когда программа мгновенно добавляет к чертежу нужные на этом шаге элементы. Кроме того, физические модели трехмёрных объектов часто гораздо лучше визуализируют стереометрические факты, чем трёхмерные чертежи. 
Некоторые программы полностью строят графики функций за ученика. Получается, что процесс решения задачи заменяется на поиск готового ответа. Многие участники конкурса решительно высказались против тех программ, которые всю работу берут на себя.
Если, решая задачу, мы хотим облегчить некоторые рутинные действия, например, построив живой чертеж, рассмотреть сразу серию случаев, то применение программы полезно. Но если наша цель – это развивать мышление ученика, то для этого мозг надо загружать, а не облегчать ему работу. 
Таким образом понятно, что применять программы динамической математики можно по-разному. Можно найти много достоинств и недостатков их применения. От участников конкурса не требовалось приводить все возможные случаи удачного и неудачного применения Геогебры или Живой математики. Кроме того, один и тот же способ применения программы может в некоторых случаях быть полезен, а в некоторых вреден. При проверке мы следовали логике участников конкурса и относили идею к той же категории, что и её автор.
Предложил А. Блинков
Критерии проверки (баллы суммируются).
За каждую разумную идею полезности применения динамических программ – 1 балл (в сумме не более, чем 8 баллов)
За каждый указанный разумный недостаток – 1 балл (в сумме не более, чем 2 балла)
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