Задания конкурса (в скобках указаны предложившие задачи или их авторы, а также первоисточники), ответы, решения, комментарии и критерии проверки
I. Решите задачи.

№1. Пони и ослик бегали с постоянными скоростями по кругу длиной 100 метров. Пони каждые 2 минуты обгонял ослика. Когда ослик вдвое увеличил скорость, он сам стал каждые 2 минуты  обгонять пони. С какими скоростями бегали пони и ослик изначально? 

Ответ: 6 км/ч и 9 км/ч. 

Решение. Пони за каждые две минуты пробегал на 100 м больше ослика, то есть за час – на 3 км больше. После того, как ослик увеличил скорость вдвое, уже он стал пробегать за час на 3 км больше пони. Значит, изначально скорость ослика составляла 3 + 3 = 6 км/ч, а скорость пони – 9 км/ч.

С. Берлов, XXXVII Уральский турнир математических боев
Критерии проверки.

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов




№2. На координатной плоскости XOY покрашены все прямые вида 
[image: image1.wmf].
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 Нарисуйте покрашенную область. Ответ обоснуйте.

Ответ: см. рис. 1.

Рис. 1
Решение. Рассмотрим уравнение 
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 как квадратное уравнение относительно 
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 (*). Найдём его дискриминант: D

. Для всех пар (х; у), для которых дискриминант меньше нуля, уравнение (*) не имеет корней. Значит, для этих пар не существует таких 
[image: image5.wmf]а

, что прямая 
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 проходит через точку (х; у). Для всех остальных точек (х; у) такие 
[image: image7.wmf]а

 найдутся, то есть эти точки покрашены. 

Таким образом, покрашенная область состоит из множества точек, координаты которых удовлетворяют условию 

 ( 

 (см. рис. 1). 

Возможны также способы решения, использующие понятие огибающей кривой.
Д. Шноль
Критерии проверки.

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Верный ответ получен исходя из предположения, что огибающей для множества прямых является парабола, но этот факт не доказан – 5 баллов

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов

№3. Докажите, что в равногранном тетраэдре вершина проектируется в точку, симметричную ортоцентру основания относительно центра его описанной окружности.




Решение. Пусть DABC – данный тетраэдр, N – проекция вершины D на плоскость АВС, Н – ортоцентр треугольника АВС, О – центр его описанной окружности. 

Первый способ. Рассмотрим параллелепипед AB’CD’A’BC’D, описанный около данного тетраэдра (см. рис. 2а). 

Рис. 2а
Так как тетраэдр B’АВС является прямоугольным, следовательно, и ортоцентрическим, то его вершина B’ проектируется в ортоцентр Н треугольника АВС. Кроме того, диагональ B’D параллелепипеда пересекает плоскость АВС в точке М пересечения его медиан.




Таким образом, прямая NH – проекция прямой B’D на плоскость АВС, значит, точка М лежит на отрезке NH. Так как DN || B’H è ÂÌ : ÌD = 1 : 2, то НM : MN = 1 : 2. По теореме о прямой Эйлера точка М лежит на отрезке ОН, причем ОМ : МН = 1 : 2. Следовательно, О – середина NH, что и требовалось.

Рис. 2б
Второй способ. Рассмотрим развертку данного тетраэдра, которая является треугольником D1D2D3 с проведенными в нем средними линиями АВ, ВС и АС (см. рис. 2б). Так как высота DN тетраэдра DABC перпендикулярна ребрам основания, то эта перпендикулярность сохраняется и на развертке, то есть D1N и D2N – высоты треугольника D1D2D3, а N – его ортоцентр. 




Рис. 2в
Далее можно также воспользоваться теоремой о  прямой Эйлера, но можно рассуждать и иначе. В параллелограмме ABD1C прямые АН и D1N перпендикулярны диагонали ВС, значит, серединный перпендикуляр к ВС – это прямая, равноудаленная от АН и D1N. Аналогично, серединный перпендикуляр к АС равноудален от прямых ВН и D2N. Пересечением двух таких полос является параллелограмм, а пересечением осей симметрии этих полос – его центр симметрии (см. рис. 2в). Следовательно, точка Н пересечения прямых АН и ВН симметрична точке N пересечения D1N и D2N относительно пересечения серединных перпендикуляров к сторонам ВС и АС треугольника АВС, то есть относительно точки О, что и требовалось.

Возможны также различные модификации этих способов решения, например, см. В.В. Прасолов «Задачи по стереометрии», – М.: МЦНМО, 2010, №8.40а.
Фольклор
Критерии проверки.

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов

№4. В футбольном турнире команда А заняла первое место, набрав больше всех очков, а команда Б – последнее место, набрав меньше всех очков. Если бы за победу давали не 3 очка, а 2, то, наоборот, команда Б стала бы первой, а команда А – последней. Какое наименьшее количество команд могло играть в турнире? (Каждая команда сыграла с каждой один раз.)

Ответ: 12.
Решение. До пересчета у команды А было хотя бы на 2 очка больше, чем у команды Б, а после пересчета – хотя бы на 2 очка меньше. Кроме того, чтобы после пересчета оказаться первой, команда Б должна иметь хотя бы одну победу, то есть после пересчета она потеряет, как минимум, 1 очко. Следовательно, команда А должна потерять не менее 5 очков, то есть у нее должно быть, как минимум, 5 побед. 

Так как при двухочковой системе подсчета команда А стала последней, то поражений у нее больше, чем побед, то есть у не не меньше, чем 6 поражений. Значит, она сыграла, как минимум, 11 матчей, то есть команд – не меньше, чем 12.

	№
	А
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	Б
	О1
	О2

	А
	
	3
	3
	3
	3
	3
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	15
	10

	2
	0
	
	1
	1
	1
	1
	3
	3
	3
	0
	0
	1
	14
	11

	3
	0
	1
	
	1
	1
	1
	0
	0
	3
	3
	3
	1
	14
	11

	4
	0
	1
	1
	
	1
	1
	3
	3
	0
	3
	0
	1
	14
	11

	5
	0
	1
	1
	1
	
	1
	3
	3
	0
	0
	3
	1
	14
	11

	6
	0
	1
	1
	1
	1
	
	0
	0
	3
	3
	3
	1
	14
	11

	7
	3
	0
	3
	0
	0
	3
	
	1
	1
	1
	1
	1
	14
	11

	8
	3
	0
	3
	0
	0
	3
	1
	
	1
	1
	1
	1
	14
	11

	9
	3
	0
	0
	3
	3
	0
	1
	1
	
	1
	1
	1
	14
	11

	10
	3
	3
	0
	0
	3
	0
	1
	1
	1
	
	1
	1
	14
	11

	11
	3
	3
	0
	3
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	
	1
	14
	11

	Б
	3
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	
	13
	12


Пример турнира для 12 команд, удовлетворяющий условию приведен в таблице (два последних столбца – количество очков до и после пересчета соответственно).

Доказав, что команда А одержала не меньше, чем 5 побед, можно рассуждать и по-другому. После пересчета: у команды А – не меньше, чем 10 очков, у команды Б – не меньше, чем 12 очков, а у остальных команд – не меньше, чем 11 очков. 

Так как суммарное количество набранных очков после пересчета равно x(x – 1), где x – количество команд, то 12 + 10 + 11(x – 2) ( x(x – 1), откуда x ( 12. 
А. Заславский, XXI турнир математических боев имени А.П. Савина

Критерии проверки.

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Доказано, что команд не меньше, чем 12, но пример не приведен – 5 баллов

Приведены верный ответ и верный пример для 12 команд, но не доказано, что это количество команд наименьшее – 3 балла

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов




№5. Около остроугольного треугольника АВС описана окружность, AN – ее диаметр. На сторонах АС и АВ отмечены точки D и Е соответственно так, что (BNE = (CND. Прямые DE и ВС пересекаются в точке F, K – середина отрезка DE. Окружность, описанная около треугольника ADE, вторично пересекает данную окружность в точке X. Докажите, что угол KXF – прямой.

Решение. Пусть М – середина ВС, (BNE = (CND = x. Докажем, что KM(BC. Можно рассуждать по-разному. 

Рис. 3а
Первый способ. Пусть В1 и С1 – середины гипотенуз NE и ND прямоугольных треугольников с вершинами прямых углов В и С соответственно (см. рис. 3а). Тогда ВВ1 = 

NE = C1K и СС1 = 

ND = B1K. Заметим, что (ВВ1Е = 2x и (СС1D = 2x (внешние углы равнобедренных треугольников). Кроме того, (KВ1Е = (KC1D, поэтому (ВВ1K = (СС1K. Таким образом, равны треугольники ВВ1K и СС1K, следовательно, KB = KC, тогда KM(BC.



Второй способ. Обозначим углы В и С треугольника АВС через ( и ( соответственно,. Пусть D’ и E’ – проекции точек D и Е на ВС (см. рис. 3б). Из прямоугольных треугольников получим: BE’ = BE(cos( = BN(tgxcos( и CD’ = CD(cos( = CN(tgxcos(. Из треугольника BNC по теореме синусов: 

 = 

, то есть BN(cos( = CN(cos(. Следовательно, BE’ = CD’, значит, М – середина D’E’, то есть KM(BC. 
Докажем теперь, что точки K, M, F и X лежат на одной окружности, откуда и будет следовать утверждение задачи (см. рис. 3б).
Рис. 3б
Действительно, без ограничения общности можно считать, что точка X лежит на дуге AC. Тогда (XED = (XAC = (XBC. Следовательно, (XDЕ = (XCВ, поэтому треугольники XBC и XED подобны. Тогда подобны и треугольники XÌC и XKD, значит, (XKF = (XKD = (XMC = (XMF, откуда и следует требуемое утверждение.

Существуют и другие способы решения.

XXVI Российский фестиваль юных математиков

Критерии проверки.

Полное обоснованное решение – 10 баллов

Доказано только, что KM(BC – 6 баллов

Задача не решена, нов работе есть разумные «продвижения» – 2-4 балла

Задача не решена или решена неверно – 0 баллов

II. Методический блок.
В предложенных текстах (№6 и №7) могут содержаться математические ошибки (как в условиях «задач», так и в «ответах» и «решениях»). Если некорректно условие «задачи», то объясните, почему это так. Если неверно только «решение», то укажите все ошибки и приведите верное решение.

№6. «Задача». Решите уравнение: 

.

«Ответ»: 0.

«Решение». По формуле для вычисления суммы первых n членов геометрической прогрессии получим: 

. Избавившись от знаменателя и раскрыв скобки, получим, что 

, то есть 

. Корни этого уравнения: x = 0 или x = 1, но второй корень – посторонний, так как при x = 1 знаменатели дробей обращаются в ноль.

Комментарий. Полученный ответ верен, а решение содержит ошибки.

1) Последовательность (1; x; x2; ...; xn) является геометрической прогрессией, только в случае, когда x ( 0. 
2) Использованная формула суммы n первых членов геометрической прогрессии справедлива только при x ( 1. 

Поэтому, необходимо было отдельно выяснить являются ли числа 0 и 1 корнями исходного уравнения, и отдельно рассмотреть случай, когда x ( 0 и x ( 1. Отбрасывание «постороннего корня», описанное в «решении», подчеркивает допущенную ошибку.

Таким образом, исправленное решение может быть таким.

1) Подставив в исходное уравнение x = 0, получим, что 0 – его корень.

2) Подставив в исходное уравнение x = 1, получим, что 1 его корнем не является.

3) Для x ( 0 и x ( 1 используем суммирование геометрической прогрессии и получим, что в этом случае корней нет.

Приведем также другой способ решения предложенного уравнения. Пусть 

, тогда исходное уравнение примет вид: 

 ( 

. Учитывая, что 

, получим: 

, то есть x = 0.

Предложил А. Блинков

Критерии проверки (баллы суммируются).

Указано, что при x = 0 прогрессии нет – 3 балла

Указано, что при x = 1 использованная формула суммы неверна – 3 балла

Объяснено, каким образом исправить «решение» или приведено другое верное решение  – 4 балла

Отметим также, что текст «решения» содержал опечатку (знак «=» вместо знака «+»). Указавшим ее добавлялся 1 балл в случае, если сумма баллов, набранных ими за это задание, не превышала десяти.

№7. «Задача». Натуральные числа a и b удовлетворяют соотношению 2a2 + a = 3b2 – b. Докажите, что a + b – точный квадрат.

«Решение». Перенося 2b2 – b в левую часть равенства, получим, что 2(a2 – b2) + a + b = b2, то есть (a + b)(2a – 2b + 1) = b2. Осталось заметить, что числа a + b и 2a – 2b + 1 взаимно просты, следовательно, каждое из них – точный квадрат.

Комментарий. Утверждение задачи выполняется, но приведенное «решение» содержит ошибку. Числа a + b и 2a – 2b + 1 не обязательно являются взаимно простыми. Например, при а = 2, b = 1 каждое из этих выражений принимает значение 3, то есть их наибольший общий делитель – это 3.

Приведем одно из возможных верных решений. Пусть а + b = c, тогда b = с – а. Подставим это значение b в заданное соотношение и преобразуем: 2a2 + a = 3(с – а)2 – с + а ( а2 – 6са + (3с2 – с) = 0. Рассматривая полученное уравнение как квадратное относительно а, получим: 

= 9c2 – 3c2 + c = с(6с + 1). Это число должно  быть точным квадратом. Так как числа с и 6с + 1 – взаимно простые, то каждое из них является точным квадратом, то есть с = а + b – точный квадрат.

Отметим, что некоторые участники доказывали, что утверждение задачи выполняется только при a = 2 и b = 2. Это неверно, существуют и другие пары значений переменных, для которых условие задачи корректно, например, a = 220, b = 180. 

Предложил А. Иванищук
Критерии проверки (баллы суммируются).

Указано, что взаимная простота чисел a + b и 2a – 2b + 1 в «решении» не доказана – 2 балла

Доказано, что эти числа не являются взаимно простыми – 2 балла

Приведено верное решение – 6 баллов

Верное решение не приведено, но показано, что условие задачи корректно – 1 балл

№8. «Определение». Правильным многоугольником называется простая замкнутая ломаная, у которой равны длины всех звеньев и равны все углы между соседними звеньями. 

Корректно ли это определение для правильного: а) четырехугольника; б) шестиугольника; в) пятиугольника? Обоснуйте.



Рис. 4а

Комментарий. Для правильных четырехугольника и шестиугольника данное определение не является корректным: в нем не хватает указания, что ломаная – плоская. Действительно, существуют неплоские простые замкнутые ломаные как из четырех, так и из шести звеньев, удовлетворяющие сформулированным условиям, например, ломаная АВСDA в правильном тетраэдре (см. рис. 4а) и ломаная ADCBB’A’A в кубе (см. рис. 4б).

Существование таких ломаных также можно доказать не конструктивно, используя понятие непрерывности. 
Для правильного пятиугольника приведенное определение будет корректным, так как неплоской пятизвенной ломаной, удовлетворяющей сформулированным условиям, не существует. Докажем это.




Рис. 4б

Предположим, что A1A2A3A4A5A1 – неплоская пятизвенная замкнутая ломаная с равными звеньями и равными углами между соседними звеньями. 

Докажем сначала, что четыре вершины такой ломаной лежат в одной плоскости. Заметим, что найдется такая плоскость (, содержащая три вершины ломаной, что две остальные ее вершины лежат по одну сторону от (. 




Рис. 4в

Пусть ( проходит через три последовательные вершины, например, ( ( (A1A2A3). Из условия задачи следует, что у пятиугольника, образованного данного ломаной, равны между собой все диагонали. Следовательно, равны тетраэдры A1A3A4A2 и A3A1A5A2, тогда вершины A4 и A5 симметричны относительно плоскости ( – серединного перпендикуляра к отрезку A1A3, проходящей также через вершину А2 (см. рис. 4в). Значит, A1A3(( и A4A5((, то есть A1A3 || A4A5, поэтому A1, A3, A4 и A5 лежат в одной плоскости. Если же ( проходит не через соседние вершины, например, ( ( (A1A2A4), то аналогично доказывается, что в одной плоскости лежат точки A1, A2, A3 и A5.




Рис. 4г

Повернем теперь треугольник A1A2A3 (см. рис. 4в) вокруг прямой A1A3 так, чтобы вершина A2 оказалась в плоскости четырехугольника A1A3A4A5, заняв положение A2’. Получим плоский равносторонний пятиугольник A1A2’A3A4A5, в котором (A2’ = (A4 = (A5 = ( ( 90(, так как ломаная A1A3A4A5 не имеет самопересечений (см. рис. 4г). Докажем, что этот пятиугольник – правильный. 

Действительно, из равенства равнобедренных треугольников A1A2’A3 и A3A4A5 следует, что равны их углы при основаниях и A1A3 = A3A5. Тогда из равнобедренного треугольника A1A3A5 получим, что (A3A1A5 = (A3A5A1. Следовательно, равны углы A1 и A5 рассматриваемого пятиугольника. Аналогично доказывается равенство его углов A3 и A4.

Таким образом, если совершить перегибание вокруг A1A3 в обратную сторону, то из правильного пятиугольника мы получим неплоский пятиугольник с теми же равными углами, что невозможно. Полученное противоречие показывает, что исходная ломаная – плоская, что и требовалось.
И. Яглом «Поговорим об определениях», «Квант», №6/1978
Похожие рассуждения – см. В.В. Прасолов «Задачи по стереометрии», – М.: МЦНМО, 2010, решение задачи 5.13.
Критерии проверки (баллы 1) и 2) суммируются).

1) Приведены верные ответы и примеры (либо обоснования) для пунктов а) и б) – 3 балла

Приведен верный ответ и пример (обоснование) для одного из пунктов а) или б) – 2 балла

Приведен верный ответ хотя бы для одного из пунктов а) или б) и есть идея обоснования, не доведенная до конца – 1 балл

2) Приведены верный ответ и решение пункта в) – 7 баллов

Отметим, что жюри не рассматривало следующие рассуждения: 

1) о самопересекающихся ломаных, так как такие ломаные не являются простыми;

2) о замене углов между звеньями на углы между содержащими их прямыми;

3) о «корректности» приведенного «определения» в планиметрии, так как это представляется очевидным. 
III. Аналитический блок.
№9. Некоторые школьники допускают ошибки, используя в процессе решения каких-то задач «тождества» типа 

. Это может и не повлиять на результат, так как существуют значения переменных, для которых подобные равенства верны. Например, данное равенство выполняется при a = 3, b = 1,5.

1) Найдите множество всех пар (а; b), для которых верно это равенство.

2) Приведите еще несколько примеров похожих ошибок из других разделов школьной программы (желательно, чтобы множества значений переменных или классы объектов, для которых приведенные Вами соотношения окажутся верными, были достаточно широкими и отличными от тривиальных).

3) Для каждого примера найдите множество значений переменных или класс объектов, для которых приведенные Вами соотношения верны. 

Комментарий. 1) Ответ: {(

; 

)}, где 

 > 1. Исходное равенство равносильно системе: 

 
2) Приведем несколько примеров: а) 

; б) sin( + sin( = sin(( + (); в) 

 (или аналогичное равенство для чисел а и b).
3) а) 

 ( 

. Используя свойство пропорции и приведя подобные слагаемые, получим, что исходное равенство верно, если 

, где bd ( 0. 

б) sin( + sin( = sin(( + () ( 

 = 

 ( 

 = 0 ( 

, где {k, n, m} ( Z.
в) 

 (числа а и b одного знака).

Использован материал из книги Н.Б. Алфутова, А.В. Устинов. 

«Алгебра и теория чисел для математических школ» – М.: МЦНМО, 2001

Приведем также ряд примеров из работ участников конкурса, которые показались жюри наиболее удачными. Желающие могут самостоятельно разобраться, в каких случаях эти равенства верны.

1) 

 (А.М. Пешнин, г. Москва)

2) 

 (Е.Н. Базайкина, С.Н. Власова, Л.Н. Чусовитина, г. Новосибирск)

3) 

 (О.Н. Колосова, г. Волгоград)

4) 

(О.А. Загрядский, г. Москва)

5) 

 (С.В. Червяков, г. Москва)

6) cos2x = 2cosx (Т.Т. Исмагилова, с. Биклянь, Тутаевский р-н, р. Татарстан)

7) [a] + [b] = [a + b] (М.А. Крайко, г. Москва)

8) (f(g)’ = f’(g’ (О.Н. Колосова, г. Волгоград и М.И. Толовиков, г. Череповец)

9) 

 = 

 (В.В. Любимова, г. Санкт-Петербург)

10) P(A + B) = P(A) + P(B), где P(X) – вероятность события X (И.М. Спирин, г. Чердынь, Пермский край)

Критерии проверки (баллы за пункты 1 – 3 суммируются).

1) Верно найдено множество пар – 1 балл

2) Указано соотношение, отличное от тривиального, – по 1 баллу за каждое (оценивалось не более трех примеров)

3) Верно найдено множество значений переменных или класс объектов, для которых указанные соотношения верны – по 2 балла за каждое (оценивалось не более трех примеров)

Отметим, что примеры типа (a – b)2 = a2 – b2 или 

 не засчитывались, так как такие равенства выполняются только в случае, когда значение хотя бы одной из переменных равно нулю (то есть множества значений переменных, для которых эти равенства верны, тривиальны, поэтому не представляют интереса).
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