Задания конкурса (в скобках указаны предложившие задачи или их авторы, а также первоисточники), ответы, решения, комментарии и критерии проверки.
I. Решите задачи.

№1. (Фольклор, предложил А. Блинков) Какую часть сотрудников фирмы надо уволить, чтобы при уменьшении фонда заработной платы на 20% повысить среднюю зарплату оставшихся сотрудников на 20%?

Ответ: 

.

Решение. Пусть в фирме работало N сотрудников, а фонд заработной платы составлял S рублей, тогда средняя зарплата – 

 рублей. После увольнения средняя заплата должна быть равна 

 рублей, фонд заработной платы станет 

S рублей, значит, сотрудников должно стать 

. Таким образом надо уволить 

 часть сотрудников фирмы.

Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов.

Приведен только верный ответ – 1 балл.



№2. (В. Гуровиц, VIII турнир имени А.П. Савина) На плоскости отметили 8 точек. Каждую пару точек соединили отрезком и к каждому такому отрезку построили серединный перпендикуляр. Могло ли оказаться так, что на каждом построенном перпендикуляре лежат ровно две отмеченные точки?
Рис. 1а

Ответ: да, могло. 

Решение. Например, построим квадрат, а вне его на каждой стороне – равносторонний треугольник (см. рис. 1а). Восемь отмеченных точек – их вершины. Отрезки, соединяющие остальные пары точек, проводить не будем (чтобы не загромождать чертеж).




Ввиду симметрии, среди указанных в условии образуются отрезки шести видов: 1) и 2) стороны и диагонали квадрата; 3) остальные стороны построенных треугольников; 4), 5) отрезки, соединяющие «дальние» вершины соседних или противолежащих треугольников; 6) отрезки, соединяющие наиболее удаленные друг от друга вершины квадрата и треугольника. 

Рис. 1б

Тогда: 1) серединный перпендикуляр к стороне квадрата содержит ровно две вершины противолежащих треугольников; 2) одна диагональ квадрата является серединным перпендикуляром к другой; 3) серединный перпендикуляр к стороне треугольника (не являющейся стороной квадрата) содержит сторону соседнего треугольника; 4) серединный перпендикуляр к отрезку, соединяющему соседние «дальние» вершины, содержит диагональ квадрата; 5) один отрезок, соединяющий противолежащие «дальние» вершины, является серединным перпендикуляром к другому; 6) содержит диагональ квадрата; 6) для каждого отрезка такого вида найдется другой  отрезок того же вида, являющийся к нему серединным перпендикуляром. 

Отметим, что ту же самую конфигурацию точек можно было получить из других соображений (что и сделали некоторые участники). Рассмотрим единичный квадрат и на прямых, содержащих его стороны, отложим от каждой вершины по два отрезка длины x = 

. Полученные 8 точек – искомые (см. рис. 1б). Проведя линии, показанные на этом чертеже пунктиром, несложно убедиться в том, что такое расположение точек аналогично показанному на рис. 1а. Действительно, y = 1 – x = 

; z = 

 = 

 = 

 = 

 = 

 = 2x.
Кроме того, равносторонние треугольники на сторонах квадрата можно было строить и внутрь квадрата.

Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов.

Приведен только верный чертеж без пояснений – от 6 до 8 баллов.

№3. (Киевские математические олимпиады) Известно, что при любых целых значениях x выражение ax3 + bx2 + cx принимает целые значения. Докажите, что 6a – целое число.

Решение. Первый способ. Пусть f(x) = ax3 + bx2 + cx – целое число при любых целых x, тогда g(x) = f(x + 1) – f(x) = 3ax2 + 2bx + c – также целое. Аналогично, h(x) = g(x + 1) – g(x) = 6ax + 2b – целое, и h(x + 1) – h(x) = 6a – целое число.

Второй способ. Пусть f(x) = ax3 + bx2 + cx. Из условия следует, что f(1) = a + b + c и f(2) = 8a + 4b + 2c – целые числа. Тогда число f(2) – 2f(1) = 6a + 2b – также целое. Кроме того, целым является число f(–1) = – a + b – c, значит, число f(1) + f(–1) = 2b – также целое. Если 6a + 2b – целое и 2b – целое, то 6a – целое. 

Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов.

Задача не решена, но есть верные идеи и нет грубых ошибок – 1-2 балла.
№4. (А. Блинков, XX турнир имени А.П. Савина) В шахматном турнире участвуют 2014 игроков. В каждом туре они произвольным образом разбиваются на пары так, чтобы шахматисты в каждой паре ранее в этом турнире между собой не играли. Турнир заканчивается, когда такое разбиение провести невозможно. Какое наибольшее количество туров можно гарантированно провести в таком турнире?
Ответ: 1007.

Решение. Докажем, что может возникнуть ситуация, при которой нельзя будет провести больше, чем 1007 туров. Занумеруем шахматистов в каком-нибудь порядке числами от 1 до 2014. Пусть в каждом туре встречались игроки с номерами разной четности, тогда за 1007 туров все такие пары уже сыграют, и в следующем туре в каждой паре должны играть шахматисты, у которых номера одной четности. Но как четных, так и нечетных номеров – по 1007, поэтому разбить на пары всех шахматистов уже невозможно.

Пусть проведено не больше, чем 1006 туров. Докажем, что всегда можно провести хотя бы еще один тур. Разобьем шахматистов на пары произвольным образом. Пусть игроки А и В, оказавшиеся в одной паре, уже встречались до этого. Тогда среди 1006 других пар шахматистов обязательно найдется такая пара (С, D), с игроками которой А и В провели в совокупности не более одной игры. Поэтому, перегруппировав этих четырех шахматистов одним из двух способов: (А, С), (B, D) или (А, D), (B, C), мы получим две пары, в которых шахматисты еще не играли между собой. Повторив, при необходимости, эту процедуру еще несколько раз, мы получим разбиение, при котором шахматисты в каждой паре между собой еще не играли.

В работах участников встречались также решения, использующие теорию графов, в частности, теорему Дирака.
Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов.

Доказано только, что возможна ситуация, когда больше, чем 1007 туров, провести нельзя – 4 балла.

К сожалению, не все участники конкурса правильно поняли условие этой задачи. Встречались работы, в которых «доказывалось», что всегда можно провести 2013 туров. Как и следовало ожидать, эта задача оказалась наиболее трудной – верные решения приведены только в двенадцати работах.

№5. (Ленинградские математические олимпиады, вариация, предложил А. Блинков) В равнобедренном треугольнике АВС проведена окружность с центром С, касающаяся основания АВ, которая пересекает боковые стороны в точках A’ и B’. В образовавшейся трапеции AA’B’B проведен отрезок DE, параллельный ее основаниям и разбивающий ее на две подобные трапеции. Сравните длину DE и длину дуги окружности, лежащей внутри трапеции.



Ответ: длина DE больше.

Рис. 2а

Решение. Первый способ. Соединим вершину С и точку М касания окружности и АВ (см. рис. 2а). Так как СМ – высота равнобедренного треугольника, то она является его медианой и биссектрисой. Пусть СМ пересекает A’B’ в точке N, тогда CN – высота, медиана и биссектриса треугольника A’CB’. 
Обозначим: CM = R, (ВСМ = x (радиан), где 0 < x < 

, тогда длина дуги A’B’ равна 2Rx. Основания трапеции AA’B’B: A’B’ = 2Rsinx, АВ = 2Rtgx. Так как отрезок DE им параллелен и разбивает трапецию на две подобные, то 

, то есть 

 = 2R

. Таким образом, для ответа на вопрос задачи достаточно сравнить значения выражений sinx(tgx и x2 при 0 < x < 

. 
Для этого рассмотрим две функции f(x) = sinx(tgx и g(x) = x2 на [0; 

). Так как f(0) = g(0), то достаточно доказать, что (x((0; 

) f’(x) > g’(x), где f’(x) = 

; g’(x) = 2x. 
Так как f’(0) = g’(0), то для этого, в свою очередь, достаточно доказать, что (x((0; 

) f’’(x) > g’’(x), где f’’(x) = 

; g’’(x) = 2. Требуемое неравенство выполняется, так как (x((0; 

) 

 и 

. 

Отметим, что в таком рассуждении можно обойтись без второй производной, так как (x((0; 

) 

 = 

 > 2tgx > 2x.

Кроме того, существует и «чисто тригонометрический» способ доказательства неравенства sinx(tgx > x2 при 0 < x < 

, который указал в своей работе А.Г. Песков (р. Татарстан). Для этого он использовал универсальную тригонометрическую подстановку: 

 = 

 = 

 > 

, так как 0 < 

 < 1 и 

 > 0. Следовательно, x = 

 < 

 < 

.
Второй способ (И.Н. Пономарева, г. Екатеринбург). В силу симметрии, достаточно рассмотреть «половину» треугольника АВС, сохранив основные обозначения рис. 2а. Так как отрезок DE являлся средним геометрическим оснований трапеции АА’B’B, то и его половина будет обладать тем же свойством в трапеции MNB’B. В этой трапеции проведем через точку Т пересечения ее диагоналей отрезок PQ, параллельный основаниям (см. рис. 2б). Проведем также биссектрису CK треугольника MCB и докажем, что MK = PT. 



Рис. 2б

Пусть СB = 1, (MCK = (BCK = (, тогда MB = sin2(; CM = cos2(; MK = CM(tg( = cos2(( tg(. Так как (СNB’ ( (СMB и CB’ = CM, то 

, откуда NB’ = sin2((cos2(. Отрезок PQ является средним гармоническим оснований трапеции MNB’B, значит, PT = 

PQ = 

 = 

 = 

 = cos2(( tg( = MK.

Заметим, что длина дуги МB’ меньше, чем MK + KB’ = 2MK = 2PT = PQ. Но, по неравенству между средним гармоническим и средним геометрическим, PQ < 

DE, откуда и следует утверждение задачи.
Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов.

Верно получено тригонометрическое неравенство, но оно не доказано или доказано неверно – 1-2 балла.

II. Методический блок.
В предложенных текстах (№6 – №8) могут содержаться математические ошибки (как в условиях «задач», так и в «ответах» и «решениях»). Если некорректно условие «задачи», то объясните, почему это так. Если неверно только «решение», то укажите все ошибки и приведите верное решение.

№6. (Предложил А. Хачатурян) «Задача». При каких значениях параметра а система уравнений 
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 имеет ровно одно решение?

«Ответ»: при а = 0,25.

«Решение». Подставив значение 

 из первого уравнения во второе, получим: 
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. Рассмотрим это уравнение как квадратное относительно y, тогда 
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. Для того, чтобы решение было единственным, потребуем равенства нулю дискриминанта: 
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, откуда а = 0,25.
Комментарий. «Ответ» и «Решение» – не верны. Из того, что одно из уравнений системы имеет единственное решение, не следует, что система также имеет единственное решение. 




Действительно, в нашем случае, при а = 0,25 решением рассмотренного уравнения является y = – 0,25. Тогда первое уравнение системы примет вид: x2 – 2x + 0,25 = 0. Так как его упрощенный дискриминант D’ = 1 – 0,25 > 0, то оно имеет два различных корня. Значит при а = 0,25 система имеет два решения. 

Приведем одно из возможных верных решений. 

Рис. 3

Запишем равносильную систему, преобразовав второе уравнение: 

. Тогда графиком первого уравнения в декартовой системе координат XOY является парабола, а графиком второго уравнения – окружность (для каждого значения а). Заметим, что прямая x = 1 является осью симметрии параболы и окружности (см. рис. 3), поэтому точки их пересечения (если они есть) симметричны относительно этой прямой. Значит, система имеет единственное решение тогда и только тогда, когда графики пересекаются только на оси симметрии. Этот случай соответствует их касанию в вершине параболы, причем окружность расположена ниже параболы. Отсюда следует ответ: при a = –2.
Критерии проверки (баллы за 1) и 2) суммируются). 

1) Указана ошибка в «Решении» и объяснено, из-за чего она возникла – 5 баллов.

Ошибка в «Решении» указана, но ее суть не объяснена, а показано только, что она привела к неверному ответу – 3 балла.

2) Приведено полное обоснованное решение – 5 баллов.

Приведено верное, в целом, решение, которое недостаточно обосновано (например, не указана симметрия (она возникает и при алгебраическом способе решения) – 3-4 балла.

№7. (Предложила Е. Горская) «Задача». Сколькими способами можно выбрать из полной колоды (52 карты) 10 карт так, чтобы среди них был хотя бы один туз?

«Ответ»: 
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«Решение». Поскольку требуется туз, то сначала выберем его и это можно сделать четырьмя способами. Затем достаточно выбрать произвольные 9 карт из 51. Количество способов, которыми это можно сделать, равно 

. Так как оба выбора происходят независимо, то искомое количество способов равно 
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Комментарий. Приведенное рассуждение неверно, из-за чего получен и неверный ответ. Ошибка состоит в том, что некоторые случаи подсчитаны несколько раз (причем не одинаковое количество раз, поэтому верный ответ невозможно получить, разделив полученный результат на фиксированное число). В частности, в приведенном подсчете дважды учтены такие случаи: 1) отдельно выбран туз пик, а среди девяти других карт есть ровно один туз – туз треф; 2) отдельно выбран туз треф, а среди девяти других карт есть ровно один туз – туз пик. 

Есть и случаи, подсчитанные трижды. Например, пусть среди выбранных десяти карт оказались три туза разных мастей и еще 7 каких-то карт. Этот набор, исходя из приведенного рассуждения, можно было получить тремя способами: сначала выбирая один из тузов, а затем дополнять его еще девятью картами. Получается, что один конкретный набор подсчитан три раза как разный.

Возможны два способа рассуждения, приводящие к верному ответу, который будет записан по-разному. 
Первый способ. Отдельно подсчитаем количество способов выбрать ровно один туз, ровно 2 туза, ровно 3 туза и ровно 4 туза. Один туз можно выбрать 

 способами, а еще 9 карт, среди которых нет тузов, – 

 способами. Аналогично, два туза можно выбрать 

 способами, а добавить к ним 8 карт без тузов – 

 способами. Три туза выбираются 

 способами, а дополняются семью картами 

 способами, а четыре туза – 

 способами и дополняются 

 способами. Используя правила умножения и сложения, получим ответ: 
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Второй способ. Количество способов выбрать любые 10 карт из 52 равно 

, а количество способов выбрать 10 карт, среди которых нет тузов: 

 (для этого подсчета достаточно «вынуть» тузы из колоды). Следовательно, искомое количество способов равно 
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Критерии проверки (баллы за 1) и 2) суммируются). 

1) Указана ошибка в «Решении» и подробно объяснено, из-за чего она возникла – 5 баллов.

Указано только, что решение неверно, так как в колоде не один туз, а несколько, но не сказано, что это приводит к тому, что различные способы считаются различное количество раз – 1-2 балла.

2) Приведено полное обоснованное решение – 5 баллов.

№8. (Р. Пименов, использована задача №4.12 из книги В.В. Прасолова «Задачи по стереометрии») «Задача». Даны три окружности (, ( и (. Никакие две из этих окружностей не лежат в одной плоскости, но каждые две из них имеют ровно две общие точки. Докажите, что все три окружности принадлежат одной сфере.

«Решение». Пусть окружности ( и ( пересекаются в точках P и Q. Докажем, что существует сфера, на которой лежат обе окружности. Действительно, каждая окружность однозначно задается тремя точками, то есть окружность ( задается точками А, P и Q, а окружность ( – точками В, P и Q. Значит, пара окружностей задается четырьмя точками А, В, P и Q, а через любые 4 точки пространства можно провести сферу. Третья окружность ( имеет с этой сферой 4 общие точки (две – с (, и две – с (), поэтому ( принадлежит сфере.




Рис. 4

Комментарий. Утверждение «задачи» неверно. Действительно, рассмотрим,  например, какую-нибудь сферу и две ее большие окружности, пересекающиеся в точках P и Q (см. рис. 4). Эти окружности однозначно задают сферу с диаметром PQ. Но через точки P и Q проходит бесконечно много окружностей, не лежащих в плоскостях уже рассмотренных окружностей, для которых PQ не будет диаметром, поэтому ни одна из таких окружностей не принадлежит рассмотренной сфере, а условие задачи при этом выполняется. 

Ошибка произошла из-за того, что в условии «задачи» не указано, что точки попарного пересечения окружностей должны быть различными. Если добавить это условие, то утверждение «Задачи» и ее «Решение» станут верными.
Кроме того, в «Решении» есть неверное утверждение: «... через любые 4 точки пространства можно провести сферу». 

Критерии проверки (баллы за 1) и 2) суммируются). 

1)  Указано, что утверждение задачи неверно и приведен контрпример – 9 баллов.

Указано только, что утверждение неверно – 1 балл.

2) Указана мелкая неточность в тексте «Решения» – 1 балл.

III. Аналитический блок.
№9. (Предложил А. Блинков) При изучении темы «Арифметический квадратный корень» рассматриваются два тождества: 1) 

; 2) 

. 

1) Запишите все известные Вам аналогичные пары тождеств из других разделов школьного курса.

2) Что общего у всех пар тождеств такого вида?
3) Чем принципиально различаются два тождества в каждой паре и в связи с чем возникает это различие?
4) Какие общие свойства функций используются при доказательстве тождества 2) и ему аналогичных тождеств в других парах?
Комментарий. 1) Можно указать такие пары аналогичных тождеств: 

а) 

 и 

 (а > 0 и а ( 1); 

б) sin(arcsinx) = x и arcsin(sinx) = 

; 
в) cos(arccosx) = x и arccos(cosx) = 

; 

г) tg(arctgx) = x è arctg(tgx) = x – (n, 

; 

д) ctg(arcctgx) = x и arcctg(ctgx) = x – (n, 

.
2) В каждой паре тождеств используется основное свойство взаимно обратных функций; если f – некоторая функция, а f–1 – функция, ей обратная, заданная на промежутке строгой монотонности функции f, то первое тождество каждой пары имеет вид f(f–1(x)) = x, а второе тождество использует равенство f–1(f(x)) = x, но не ограничивается этим равенством, так как функция f имеет не единственный промежуток строгой монотонности.
3) Первые тождества в каждой паре таковы, что равенства выполняются при всех x, входящих в область определения внутренних функций f–1, а при других значениях x выражение в их левых частях не имеет смысла. Вторые тождества в каждой паре (кроме пункта а) устроены более сложным образом из-за того, что область определения функций f шире, чем промежуток, на котором определяются функции, им обратные.

4) Помимо уже указанного равенства f–1(f(x)) = x, где x(Df, для доказательства тождества 2) из условия используется четность функции, стоящей в левой части. Четность может быть также использована при доказательстве второго тождества из пункта в), а в пунктах б), г) и д) может быть использована нечетность функций. Кроме того, при доказательстве вторых тождеств в пунктах б) – д) используется периодичность функций, стоящих в левых частях равенств.

Существует и другой способ доказательства всех таких тождеств, использующий дифференцируемость функций. Достаточно показать, что у функций, стоящих в обеих частях равенства, совпадают производные, и что у этих функций равны значения хотя бы в одной точке.

Критерии проверки (баллы за пункты 1) – 4) суммируются, каждый пункт оценивался, исходя из 5 баллов).
1) Верно приведены аналогичные тождества из других разделов школьного курса, причем второе тождество – для всей области определения его левой части (без ограничений) – по 1 баллу за каждое.

2) Приведено полное объяснение (общее для всех тождеств с позиции свойства взаимно обратных функций) – 5 баллов.

Приведены только верные объяснения частных случаев без обобщений – от 1 до 3 баллов.

3) Верно выделено основное отличие в общем виде – 5 баллов.

Приведены только верные объяснения частных случаев без обобщений – от 1 до 3 баллов.

4) Верно и полностью указаны только те свойства функций, которые используются при доказательствах – 5 баллов.

Наряду с реально используемыми свойствами функций, указаны также и другие, например, непрерывность и/или монотонность, которые не требуются при доказательствах  – 2-3 балла.

Указаны только те свойства функций, которые, на самом деле, не используются при доказательстве – 0 баллов.

Отметим, что значительное количество участников конкурса недостаточно глубоко вникли в суть этого задания. Вместо тождеств, связанных со взаимно обратными функциями из других разделов школьного курса, записывались какие-то другие равенства (аналогичные свойства корней или свойства логарифмов и тому подобные). В этом случае выполнение всего задания оценивалось не более, чем тремя баллами (в сумме). В случае, если записывались тождества, связанные со взаимно обратными функциями, но вторые тождества в парах были приведены не полностью (только для одного промежутка монотонности), то задание оценивалось не более, чем десятью баллами (в сумме). 
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