Задания конкурса (в скобках указаны предложившие задачи или их авторы, а также первоисточники), ответы, решения, комментарии и критерии проверки.
I. Решите задачи.

№1. (И.Ф. Акулич) На рынке продавали раков: больших — по 5 рублей, маленьких – по 3 рубля, а также жаб — по рублю. Иван и Степан купили себе раков на одинаковые суммы денег, причем Иван купил больших и маленьких раков поровну, а Степан – вдвое меньше больших раков, чем маленьких. Иван расплатился одной сторублевой купюрой, а Степан – несколькими десятирублевыми. У продавца не оказалось мелких денег, поэтому он выдал сдачу Ивану опять же раками, а Степану – жабами. Сколько всего животных унесли приятели с рынка? 

Ответ: 52 животных.
Решение. Пусть Иван купил x больших раков, а Степан – y больших раков. Тогда всего Иван купил 2x раков и потратил 5x + 3x = 8x рублей, а Степан купил 3y раков и потратил 5y + 3(2y = 11y рублей. Из условия следует, что 8x = 11y, кроме того, стоимость покупки не превосходит 100 рублей. Так как 8 и 11 – взаимно простые числа, то x = 11, а y = 8. Таким образом, вместе они купили 2(11 + 3(8 = 46 раков, потратив по 88 рублей каждый. 

Так как Степан расплачивался десятирублевыми купюрами, то он заплатил 90 рулей, значит, сдачу (2 рубля) ему могли дать только двумя жабами. Иван получил 12 рублей сдачи раками. Так как уравнение 5x + 3y = 12, где x и y – целые неотрицательные числа, имеет единственное решение: x = 0, y = 4, то он получил 4 маленьких рака. Таким образом, приятели унесли с рынка 46 + 2 + 4 = 52 животных.

Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов; приведены верные рассуждения, содержащие арифметическую ошибку – 7-8 баллов; приведен только верный ответ – 1 балл.

№2. (Фольклор, предложила Е.С. Горская) В стране 2011 городов. Какое наименьшее количество авиалиний потребуется, чтобы из любого города добраться в любой другой, делая не более двух пересадок?
Ответ: 2010 авиалиний.

Решение. Представим города точками, а связывающие их авиалинии – отрезками, то есть рассмотрим граф, в котором 2011 вершин. По условию, из любого города можно добраться до любого другого, поэтому, этот граф связный. Воспользуемся известным фактом: связный граф, в котором n вершин, содержит не менее, чем n – 1 ребро (отметим, что если ребер – в точности n – 1, то этот граф не содержит циклов, то есть является деревом). Таким образом, в рассматриваемом графе не менее, чем 2010 ребер, то есть авиалиний – не менее, чем 2010. 

Покажем, что такого количества авиалиний достаточно. Например, объявим один из городов столицей и соединим его авиалинией с каждым из оставшихся 2010 городов. Тогда из любого города можно добраться в любой другой, делая не более двух пересадок (и даже не более одной).

Отметим, что если утверждение о связном графе, приведенное выше, было четко сформулировано, то от участников конкурса не требовалось его доказывать. Отметим также, что оценку количества авиалиний можно было проводить и другими рассуждениями. Например, можно было рассуждать так. 

Рассмотрим один из городов, обозначив его А. Отсортируем все остальные города по степени их удаленности от А. В первую группу войдут города, в которые из А можно попасть напрямую, во вторую группу – те города, в которые можно попасть из А, сделав одну пересадку, а в третью – города, для попадания в которые из А потребуется две пересадки (при этом, в каждом случае мы рассматриваем кратчайший путь, например, если из А в В можно попасть двумя путями: как с одной, так и с двумя пересадками, то мы относим город В ко второй группе). Пусть в первой группе x городов, во второй – y, а в третьей – z. Тогда город А соединяет с городами первой группы не менее, чем x авиалиний, города первой группы с городами второй группы соединяет не менее, чем y авиалиний, а города второй группы с городами третьей группы – не менее, чем z авиалиний. Поскольку в стране 2011 городов, то x + y + z = 2010, то есть всего авиалиний – не менее 2010. 

Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов; приведены только верный ответ и пример – 5 баллов; доказано только, что авиалиний не менее, чем 2010 – 5 баллов.




№3. (А.В. Иванищук) В основании пирамиды РАВСD расположен четырехугольник АВСD, в котором АВ = ВС = 6, (АВС = 60(, (BСD = (DАС = 30°. Каждая боковая грань пирамиды образует с плоскостью основания угол 45°. Найдите объем пирамиды.

Рис. 1а
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Рис. 1б

Рис. 1в

Решение. Построим четырехугольник АВСD, удовлетворяющий условию задачи. Рассмотрим равносторонний треугольник АВС, проведем два луча, образующие с лучом СВ угол 30(, и два луча, образующие с лучом АС угол 30( (см. рис. 1а). Существуют две возможные точки их попарного пересечения – D и D’, но АВСD’A – замкнутая самопересекающаяся ломаная, поэтому, АВСD’ не является многоугольником с точки зрения «школьных» определений, где рассматриваются только простые многоугольники (отметим, что даже если рассмотреть пирамиду с таким основанием, то условию данной задачи она удовлетворять не может). Таким образом, в основании данной пирамиды лежит невыпуклый четырехугольник АВСD, симметричный относительно прямой BD. 




Из того, что боковые грани данной пирамиды одинаково наклонены к плоскости основания, следует, что ортогональной проекцией ее вершины Р на плоскость основания является точка О, равноудаленная от прямых АВ, ВС, СD и DA. Так как точка О должна лежать на луче BD – биссектрисе угла АВС, а также на биссектрисах углов А и С четырехугольника (внутренних либо внешних), то возможны два случая расположения этой точки, которая будет являться центром окружности, касающейся четырех указанных прямых (см. рис. 1 б, в). Соответствующие пирамиды показаны на рис. 1 г, д.
Рис. 1г




Вычислим объемы пирамид, используя формулу 

. Так как АС(BD и отрезок BD составляет две трети высоты равностороннего треугольника, то 

 = 

 = 

 = 6

. Так как угол наклона боковых граней к основанию равен 45(, то высота Н пирамиды в каждом случае равна радиусу r рассматриваемой окружности.

Радиусы окружностей можно вычислить различными способами, например: 
Рис. 1д

1) (см. рис. 1б) Из прямоугольного треугольника OKD: 

, значит, 

. В этом случае, 

.

2) (см. рис. 1в) Из прямоугольного треугольника OMB: 

 = 

 = 

 (так как (OAN = 45(, то NO = 

AC = 3). В этом случае, 

.

Отметим, что если в треугольной пирамиде боковые грани одинаково наклонены к основанию, то ее вершина проектируется в центр либо вписанной, либо вневписанной окружности основания. Окружности, рассмотренные в этой задаче, являются их аналогами для заданного невыпуклого четырехугольника АВСD.
Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов; верно рассмотрен только один из возможных случаев – 5 баллов; приведены верные рассуждения, но допущена вычислительная ошибка – 3 балла (за каждый из случаев).
№4. (Из материалов вступительных экзаменов в вузы, предложил В.И. Голубев) Докажите, что для любых действительных чисел а, b и c выполняется неравенство: |a| + |b| + |c| + |a + b + c| ( |a + b| + |b + c| + |c + a|.
Решение. Отметим, что данное неравенство можно доказать, рассмотрев все возможные случаи раскрытия модулей, что очень трудоемко, но допустимо. Кроме того, так как обе части неравенства неотрицательны, то вместо того, чтобы сравнивать их, можно сравнить их квадраты. Совместим оба этих подхода в следующем решении. 
Первый способ. Воспользуемся некоторыми свойствами этого неравенства, чтобы сократить перебор. Поскольку оно симметрично относительно всех переменных, то без ограничения общности можно считать, что a ( b ( c. Кроме того, если в данном неравенстве перед каждой из переменных заменить знак на противоположный, то получится то же самое неравенство. Следовательно, для доказательства неравенства достаточно рассмотреть два случая: 1) a ( b ( c ( 0; 2) a ( b ( 0, c ( 0. В первом случае неравенство превращается в равенство. Во втором случае оно равносильно неравенству |c| + |a + b + c| ( |a + c| + |b + c| (*).

Поскольку обе части неравенства неотрицательны, то рассмотрим их квадраты: с2 + a2 + b2 + c2 +2ab + 2ac + 2bc + 2|c|(|a + b + c| и a2 + c2 + 2ac + b2 + c2 +2bc + 2|a + c|(|b + c|. Таким образом, неравенство (*) равносильно неравенству ab + |c|(|a + b + c| ( |a + c|(|b + c| (**). В свою очередь, для доказательства неравенства (**) используем, что модуль суммы двух чисел не превосходит суммы их модулей, то есть |x| + |y| ( |x + y|. 

Тогда, ab + |c|(|a + b + c| = |ab| + |c(a + b + c)| ( |ab + c(a + b + c)| = |(a + c)(b + c)| = |a + c|(|b + c|, что и требовалось.

Приведем также несколько красивых доказательств, предложенных участниками конкурса.

Второй способ (С.С. Кузьмина, Ю.К. Майоров; И.М. Немировская). Сделаем замену переменных: x = a + b, y = b + c, z = a + c. Тогда 2a = x – y + z, 2b = x + y – z, 2c = –x + y + z, a + b + c = 2(x + y + z) и доказываемое неравенство примет вид: 
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В силу симметрии можно считать, что переменные упорядочены. Кроме того, неравенство не изменится при замене знака любой из переменных на противоположный. Следовательно, полученное неравенство достаточно доказать для случая x ( y ( z ( 0. В этом случае это неравенство равносильно неравенству x – y + z + x + y – z + |–x + y + z| ( 2(x + y + z), которое, в свою очередь, равносильно верному неравенству |–x + y + z| ( –x + y + z.
Третий способ (О.Ю. Дмитриев и Е.Ю. Сукманова; Г.К. Эсанбаев; схожая идея использовалась в решении Т.Г. Протодьяконовой). Докажем неравенство, равносильное данному: |a| + |b| + |c| + |a + b + c| – |a + b| – |b + c| – |c + a| ( 0. 
Используем для этого функциональный подход. Пусть f(x) = |a| + |b| + |x| + |a + b + x| – |a + b| – |b + x| – |x + a|. Эта функция – кусочно-линейная, ее графиком является некоторая ломаная. Для того, чтобы убедиться, что при всех действительных значениях x f(x) ( 0 достаточно доказать, что функция принимает неотрицательные значения во всех вершинах ломаной, а также при x ( ((, то есть f(0) ( 0, f(–a) ( 0, f(–b) ( 0, f(–(a + b)) ( 0, f((() ( 0. Действительно:

1) f(0) = |a| + |b| + 0 + |a + b| – |a + b| – |b| – |a| = 0 ( 0;

2) f(–a) = |a| + |b| + |–a| + |a + b – a| – |a + b| – |b – a| – |–a + a| = (|a| + |b| – |a + b|) + (|a| + |–b| – |a – b|) ( 0 (по неравенству о модуле суммы);

3) f(–b) = |a| + |b| + |–b| + |a + b – b| – |a + b| – |b – b| – |–b + a| = f(–a) ( 0;
4) f(–(a + b)) = |a| + |b| + |–(a + b)| + |a + b – (a + b)| – |a + b| – |b – (a + b)| – |–(a + b) + a| = 0 ( 0;
5) При x ( –( f(x) = |a| + |b| – x – a – b – x – |a + b| + b + x + x + a = |a| + |b| – |a + b| ( 0;
6) При x ( +( f(x) = |a| + |b| + x + a + b + x – |a + b| – b – x – x – a = |a| + |b| – |a + b| ( 0.
К сожалению, в работах участников конкурса встречалось очень много неверных решений, например, такого типа: «Складывая три верных неравенства |a| + |b| ( |a + b|, |b| + |c| ( |b + c| и |a| + |c| (  |c + a|, получим верное неравенство 2(|a| + |b| + |c|) ( |a + b| + |b + c| + |c + a| (*). Кроме того, из неравенства для суммы модулей трех чисел получим, что |a| + |b| + |c| ( |a + b + c| (**). Рассмотрим разность верных неравенств (*) и (**): |a| + |b| + |c| ( |a + b| + |b + c| + |c + a| – |a + b + c|, откуда следует требуемое неравенство». 

На самом деле, при почленном вычитании двух верных неравенств одного знака можно получить как верное, так и неверное неравенство! Например, из верных неравенств 2 > 1 и 3 > – 5 путем вычитания получается неверное неравенство 2 – 3 > 1 + 5. Указанным методом можно получить только, что 2(|a| + |b| + |c|) ( |a + b| + |b + c| + |c + a| и 2(|a| + |b| + |c|) ( |a| + |b| + |c| + |a + b + c|, но никаких выводов о том, как соотносятся между собой правые части этих неравенств, сделать невозможно! 

Также многие участники необоснованно считали верным неравенство |c| + |a + b + c| ( |a + c| + |b + c|. Это не так, например, при c = 3, a = –100, b = 1.

Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение (любым из способов) – 10 баллов; наряду с верным решением приведено и неверное – 9 баллов.
[image: image2.wmf]a

b

c

e

d

f


№5. (Предложил А.Г. Мякишев) Даны три попарно пересекающиеся окружности, в которых последовательно соединены точки их попарного пересечения. Длины получившихся хорд равны a, b, c, d, e и f (см. рисунок). Найдите и обоснуйте равенство, связывающее между собой данные длины хорд.
Ответ: выполняется равенство 
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 (в некоторых зарубежных источниках это утверждение называют теоремой Харуки).

Решение. Докажем это равенство. Проведем общие хорды АQ, BR и СР для каждой пары окружностей (см. рис. 2 а, б). Прямые АQ, BR и СР являются радикальными осями пар данных окружностей, которые пересекаются в одной точке Т (радикальном центре трех окружностей). Далее можно рассуждать по-разному.




Первый способ. Заметим, что треугольники BTQ и ATR подобны (см. рис. 2а, (BTQ = (ATR и (TВQ = (TАR, так как это вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу). Следовательно, 

. Аналогично, (СTR ( (BTР, поэтому, 

 и (АTР ( (СTQ, значит, 

. Перемножая почленно эти три равенства, получим: 

, что и требовалось.

Рис. 2а

Второй способ. Пусть R1, R2 и R3 – радиусы данных окружностей. Введем в рассмотрение


углы 

, 

, 

, 

, 

 и 

 (см. рис. 2б). Тогда, в треугольнике АВС по теореме Чевы в форме синусов выполняется равенство: 

.

Затем шесть раз воспользуемся следствием из теоремы синусов. Например, из треугольника АРС получим: 

. Остальные пять равенств получаются аналогично: 

; 

; 

; 

; 

.

Рис. 2б

Следовательно, 

 = 



EMBED Equation.3
, что и требовалось.
Критерии проверки. Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов; приведено верное решение, но утверждение о пересечении трех хорд в одной точке либо не обосновано, либо обосновано неверно – 8 баллов.

II. Методический блок.
В предложенных текстах (№6 и №7) могут содержаться математические ошибки (как в «ответах», так и в «решениях»). Укажите все ошибки и если «решение» не верно, то приведите верное решение.

№6. (Предложил А.И. Сгибнев) «Задача». Рассматриваются все треугольники АВС, у которых фиксированы длина стороны АВ и сумма длин двух других сторон. У какого из этих треугольников высота, проведенная к стороне АВ, имеет наибольшую длину?
«Ответ»: такого треугольника не существует.
«Решение». Так как SABC = 

AB(h и длина АВ – фиксирована, то высота h имеет наибольшую длину, если SABC – принимает наибольшее значение. Поскольку SABC = рr и полупериметр р данного треугольника зафиксирован, то SABC – наибольшая, если наибольшее значение принимает радиус r окружности, вписанной в данный треугольник. Но 

, значит, r принимает наибольшее значение при наибольшем значении тангенса указанного угла.

Угол (  = 

 < 90(, функция tg( на промежутке (0; 90() возрастает от 0 до +(, то есть наибольшего значения тангенса не существует, значит и треугольника с наибольшей длиной высоты также не существует.

Комментарий. Как «ответ», так и «решение» не верны. Ошибка допущена в заключительной части приведенного «решения» и состоит в следующем: если сумма длин сторон AC и BC фиксирована, то областью определения функции tg( будет являться только часть промежутка (0; 90(), а именно, (0, (max], где (max = 

. 

Доказать, что наибольшее значение длины высоты существует и достигается в случае равнобедренного треугольника ABC (AC = BC) можно по-разному. Рассмотрим несколько способов рассуждений.

Первый способ. Исправим заключительную часть «решения». Пусть AC + BC = d, (ACB = ( = 2(. Тогда, по теореме косинусов AB2 = AC2 + BC2 – 2AC(BC(cos( = (AC + BC)2 – 2AC(BC (1 + cos() = d2 – 4AC(BC(

. Следовательно, 

 (( < 90(, поэтому, cos( > 0). Поскольку на промежутке (0; 90() функция cos( убывает, то ( достигает наибольшего значения, когда cos( достигает наименьшего значения. Так как значение выражения d2 – AB2 фиксировано, то значение AC(BC должно быть наибольшим.

Наибольшее значение произведения двух положительных чисел с фиксированной суммой достигается в случае их равенства (это следует из неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим: 

, равенство в котором достигается, если a = b).

Таким образом, наибольшее значение ( (равное (max), а, значит, и наибольшее значение длины высоты, достигается в равнобедренном треугольнике ABC.

Второй способ. Выразим двумя способами площадь треугольника: 

 = 

, где p – полупериметр треугольника ABC. Тогда 

. 

Так как первый сомножитель в полученном выражении принимает фиксированное значение, то достаточно найти, когда выражения 
 принимает наибольшее значение при условии, что сумма BС + AC – фиксирована. 

Для этого можно вновь воспользоваться неравенством между двумя средними, но можно рассуждать и иначе. Например, пусть AC + BC = d, AC = 

 – x, BC = 

 + x. Тогда 

. Значит, наибольшее значение выражения 
 достигается в случае, когда x = 0, то есть, треугольник ABC - равнобедренный.

Третий способ. Геометрическим местом точек С, сумма расстояний от которых до двух фиксированных точек A и B постоянна, является эллипс, фокусы которого – точки A и B. Его уравнение в декартовой системе координат: 

 (а > 0 и b > 0 – длины полуосей эллипса). Длина высоты треугольника ABC, опущенной на сторону AB, равна расстоянию от точки С до оси абсцисс, то есть равна |y|. Так как 

, то его наибольшее значение достигается при x = 0, то есть, если точка С принадлежит малой полуоси эллипса. Следовательно, треугольник ABC – равнобедренный. 

Критерии проверки. Найдена и подробно прокомментирована ошибка в «решении» – 5 баллов; приведены верный ответ и верное решение – 5 баллов; указано только, что «ответ» не верен, и приведен верный ответ – 1 балл.
№7. (Предложила И.В. Раскина) «Задача». Два артиллериста стреляют по воробью. Один попадает с вероятностью 0,2, другой – с вероятностью 0,6. В результате залпа из двух пушек в цель попал только один снаряд. Какова вероятность того, что промахнулся первый артиллерист?

«Ответ»: 

.

«Решение». Первый артиллерист промахивается с вероятностью 0,8, а второй – с вероятностью 0,4. Поэтому вероятность промаха первого в два раза выше, чем промаха второго. Поскольку в цель попал только один снаряд, то сумма вероятностей промахов первого и второго равна 1. Следовательно, первый промахнулся с вероятностью 

.

Комментарий. Неверны и «ответ» и «решение». Ошибка рассуждения заключается в том, что произошла подмена понятий – в одном месте идет речь об безусловной вероятности, а а в другом – об условной. По отдельности все строки решения имеют смысл, но в разных ситуациях.

1) Утверждение «Первый артиллерист промахивается с вероятностью 0,8, а второй – с вероятностью 0,4. Поэтому вероятность промаха первого в два раза выше, чем промаха второго» верно, если речь идет о безусловной вероятности (причем при однократном выстреле по цели). При двойном выстреле это утверждение неверно. (более подробно – см. ниже).

2) Утверждение «Поскольку в цель попал только один снаряд, то сумма вероятностей промахов первого и второго равна 1» – также верное, но для других вероятностей! Оно имеет смысл, если речь идет об условных вероятностях промахов стрелков при условии, что из двух выстрелов в цель попал лишь один снаряд. Но ниоткуда не следует, что отношение условных вероятностей равно отношению безусловных вероятностей!

Кроме того, в «решении» была допущена опечатка – первый, в итоге, промахнулся с вероятностью 

, а не 

.

Верное решение. Так как результаты выстрелов первого и второго – независимые события, то вероятность того, что первый попал, а второй промахнулся равна 0,2(0,4 = 0,08; вероятность того, что второй попал, а первый промахнулся равна 0,8(0,6 = 0,48. Нас интересует условная вероятность промаха первого при условии, что из двух выстрелов в цель попал лишь один из них (иными словами: требуется найти, какую долю составляют те случаи, в которых промахнулся первый, среди всех случаев, когда в цель попал только один из артиллеристов), то есть, 

.

Это же рассуждение можно выразить и более формально: пусть событие A – {при двойном выстреле первый промахнулся}, событие B – {при двойном выстреле попал лишь один снаряд}. Тогда требуется вычислить P(A/B). Используя формулу условной вероятности, получим: 

 = 

  (событие AB – {первый промахнулся, а второй попал}). 

Возможны также решения, использующие формулу Байеса.

Разберем теперь подробнее, почему в условиях нашей задачи (выстрелили две пушки) утверждение, разобранное в пункте 1), неверно. Действительно, при двойном выстреле возможны следующие четыре несовместных исхода: 

A1 – {оба попали в цель}

A2 – {первый попал, второй промахнулся}

A3 – {первый промахнулся, второй попал}

A4 – {оба промахнулись}

Вероятность того, что первый промахнулся, равна P(A3) + P(A4) и, по условию, составляет 0,8. Вероятность того, что второй промахнулся, равна P(A2) + P(A4) и, по условию, составляет 0,6. В приведенном «решении» из того, что 

 делается неверный вывод о том, что 

. 

Следовательно, можно также решить задачу, вычислив P(A4) = 0,8(0,4 = 0,32. Тогда P(A3) = 0,8 – 0,32 = 0,48, а P(A2) = 0,4 – 0,32 = 0,08. Таким образом, 

, значит, доля тех случаев, в которых промахнулся первый, среди всех случаев, когда в цель попал лишь один, равна 

.

Критерии проверки. Верно указаны все ошибки и подробно объяснен их характер – 5 баллов; указано только, что сумма безусловных вероятностей промахов первого и второго не равна 1 – 2 балла; приведено верное решение – еще 5 баллов.

№8. (Предложил А.Д. Блинков) В самостоятельной работе для 10 класса было дано следующее дополнительное задание: «Найдите все значения x, для которых выполняется равенство arctg(x–1) = arcctgx». Учитель получил четыре различных решения, которые приведены ниже. 

Оцените каждое из решений (верное оно или нет, какие есть ошибки и недочеты).

1) Решение Коли. Найдем тангенсы от каждой части равенства: 

; 

 = 

 = 

. Значит, исходное равенство выполняется при всех значениях x, кроме нуля.

2) Решение Оли. Найдем котангенсы от каждой части равенства: 

 = 

 = x; 

 = x. Значит, исходное равенство выполняется при всех значениях x.

3) Решение Саши. Так как 

, а 

 = 

 = 

 не существует (выражение 

 не имеет смысла), то равенство не выполняется ни при каких значениях x.

4) Решение Маши. Заметим сначала, что x ( 0. Воспользуемся затем определениями обратных тригонометрических функций. Пусть arctg(x–1) = (, тогда tg( = 

, где –

 < ( < 

; arcctgx = (, тогда ctg( = x, где 0 < ( < (. Следовательно, сtg( = x = ctg(. Так как на промежутке (0; () функция котангенс убывает, то каждое свое значение она принимает только при одном значении аргумента, то есть ( = (. Значит, исходное равенство верно при всех значениях x, кроме нуля.

Комментарий. Каждое из предложенных «решений» содержит ошибки, и полученные «ответы» не верны. Приведем одно из возможных верных решений.

Множеством значений функции y = arctgt является промежуток (

), а множеством значений функции y = arcctgt промежуток (0; (), значит, исходное равенство может выполняться только для тех значений x, для которых значения левой и правой части попадают в их пересечение – промежуток (0; 

), то есть для x > 0. При x > 0 

 и 

 = 

 = 

. Кроме того, функция y = tgt возрастает на (0; 

), значит, каждое свое значение она принимает только при одном значении аргумента. Таким образом, исходное равенство выполняется для всех положительных значений x. 
В решениях Коли, Оли и Саши осуществлен неравносильный переход от равенства выражений к равенству их тангенсов (котангенсов), что может привести как к приобретению посторонних решений, так и потере решений. Помимо этого, в решении Оли не учтено, что x ( 0, а в решении Саши применена формула тангенса разности для того аргумента, при котором она неверна.

В решении Маши верно получено равенство котангенсов, но затем его надо было рассматривать на пересечении полученных ею промежутков, то есть на (0; 

), что и обеспечило бы равносильность перехода.

Критерии проверки. Верно указана ошибка в «ответе» и при этом показан характер ошибки в «решении» – по 2 балла за каждое из предложенных «решений». Приведено верное решение или указано, как исправить какое-то из предложенных «решений» – еще 2 балла.

Отметим, что существенной ошибкой в каждом из предложенных «решений» являлась именно нарушение равносильности перехода, а не то, что область определения или множество значений какого-то из выражений не найдены. 

II. Аналитический блок
№9. (Предложил А.Д. Блинков) В различных школьных учебниках последовательность изучения тем различна. Это, в частности, касается отдельных тем первого раздела стереометрии «Параллельность и перпендикулярность в пространстве». В некоторых учебниках сначала изучается параллельность прямой и плоскости, затем – параллельность плоскостей, после чего – перпендикулярность прямой и плоскости и перпендикулярность плоскостей. В других – сначала перпендикулярность, а затем – параллельность (при этом параллельность плоскостей предшествует параллельности прямой и плоскости).

Сделайте обзор последовательности изучения этих тем и их приложений, рассмотрев как можно больше школьных учебников (в том числе, для профильного и углубленного изучения), и оцените с методической точки зрения «плюсы и минусы» каждой из этих систем изложения материала.

Комментарий. Предполагалось, что участники конкурса рассмотрят несколько учебников с различной последовательностью изложения указанных тем и предназначенных для различных уровней обучения, например, какие-то из учебников следующих авторов: А.Д. Александрова и др. (базовый и для угл. изучения), Л.С. Атанасяна и др., В.А. Гусева, Е.Д. Куланина и др. (профильный уровень), А.Ю. Калинина и Д.А. Терешина (для угл. изучения), А.В. Погорелова, И.М. и В.А. Смирновых (базовый и профильный уровни), И.Ф. Шарыгина, и проведут предложенный анализ.

Выделим основные моменты, которые, на наш взгляд, должны быть отражены при анализе последовательности изложения указанных тем:

·  сложность освоения материала школьниками соответствующего уровня;

·  возможность использования более разнообразного задачного материала;

·  сложность и строгость вводимых определений и доказательств основных теорем курса;

·  понимание аффинного характера понятия «параллельность» и метрического характера понятия «перпендикулярность»;

·  удобство изучения последующих тем стереометрии, например, «Векторы в пространстве», «Многогранники» и пр.

Критерии проверки. Здесь не было «жестких» критериев: оценивалась полнота обзора, а также полнота и логика приведенных соображений. 

К сожалению, многие участники конкурса подменяли анализ последовательности изложения тем анализом достоинств и недостатков конкретных учебников. Отдельно отметим, что нам не кажется осмысленным проведение анализа с позиции типовых заданий ЕГЭ (что также присутствовало у некоторых участников), так как задание предложено с целью обсуждения эффективности обучения геометрии на различных уровнях, а не с целью обсуждения способов «натаскивания» на конкретную форму экзамена.
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