Ответы, решения, комментарии и критерии проверки.

В скобках указаны авторы задач и первоисточники.
I. Решите задачи. 
№1. (А.В. Шаповалов, турнир математических боев им. А.П. Савина, 1996 г.) 

Управдом Остап Бендер собрал с жильцов деньги на установку новых квартирных номеров. Адам Козлевич заинтересовался, почему у них в третьем подъезде надо собрать денег на 20% больше, чем во втором, хотя квартир во всех подъездах поровну. Не растерявшись, Остап объяснил, что за двузначные номера приходится платить вдвое, а за трехзначные – втрое больше, чем за однозначные. Сколько квартир в каждом подъезде?
Ответ: в каждом подъезде по 66 квартир.

Поскольку Остап Бендер упомянул трехзначные номера и не упомянул четырехзначные, то в первых трех подъездах не менее чем 100 квартир, но не более чем 999. Из условия задачи следует также, что хотя бы одна квартира во втором подъезде имеет двузначный номер (иначе стоимость номеров квартир второго и третьего подъездов была бы одинаковой). Тогда остается рассмотреть три случая: 

1) во втором подъезде все квартиры имеют двузначные номера, а в третьем подъезде все квартиры имеют трехзначные номера; 

2) во втором подъезде есть квартиры и с двузначными и с трехзначными номерами, а в третьем – только с трехзначными; 

3) во втором подъезде все квартиры имеют двузначные номера, а в третьем подъезде есть квартиры и с двузначными и с трехзначными номерами.

1) В этом случае в первом и втором подъездах расположено 99 квартир. Поскольку 99 – нечетное число, то этот случай невозможен.

2) Пусть n – количество квартир в каждом подъезде, а x – количество квартир с двузначными номерами во втором подъезде. Тогда, по условию, 3n = 1,2 (2x + 3(n – x)). Преобразовав, получим, что n = 2x. Следовательно, 99 = n + x = 1,5n, откуда n = 66.
3) Пусть n – количество квартир в каждом подъезде, а k – количество квартир с двузначными номерами в третьем подъезде. Тогда, по условию, 2k + 3(n – k) = 1,2(2n. Преобразовав, получим, что 3n = 5k. Следовательно, 99 = n + n + 

n, откуда n = 

. Поскольку n должно быть целым числом, то этот случай также невозможен.

Отметим, что если допустить, что в первых трех подъездах могут быть и квартиры, номера которых содержат более трех цифр, то возможны также ответы n = n = 4545 или n = 5454. Некоторые участники рассматривали и этот случай, но на получение полного балла при проверке это не влияло. 

Критерии проверки: 10 баллов – полное обоснованное решение; 5 баллов – не рассмотрен случай, когда в третьем подъезде есть квартиры с двузначными номерами; 2 балла – приведен только верный ответ.

№2. (Костромская ЛМШ, 1997 г.) Контора «Тише едешь – дальше будешь» строит дорогу. В первый месяц она строит один километр дороги, а в каждый следующий месяц – 

 км, где x км – длина дороги, уже построенной к началу этого месяца. Сможет ли эта контора построить дорогу длиной 97 км?

Ответ: да, сможет.

Первый способ (Р.В. Алишев, аналогичную идею использовал и А.Е. Алексеев). Пусть Sn – длина дороги, построенной конторой к концу n-ого месяца. По условию, S1 = 1; S2 = 1 + 1 = 2; S3 = 2 + 

; …; Sn+1= Sn + 

; … , то есть последовательность {Sn} возрастает. 

Предположим, что контора не сможет построить дорогу длиной 97 км. Тогда (n(N Sn < 97, то есть эта последовательность ограничена сверху. Возрастающая ограниченная последовательность имеет предел, следовательно, Sn+1 – Sn ( 0, то есть, (N | (n ( N: Sn+1 – Sn < 

, откуда 

, то есть, Sn > 97. Получили противоречие, поэтому контора сможет построить дорогу длиной 97 км.
То, что последовательность {Sn} не имеет предела, можно было показать и по-другому. Например, (И.Н. Рочев): заметим, что 

, кроме того, из условия следует, что Sn= Sn-1 + 

 и S1 = 1. Следовательно, при n ( ( Sn ( +(. 

Или так (Т.В. Соколова): пусть 

, тогда 

, откуда 

 – противоречие, следовательно 

.

Многие участники решили задачу, сравнивая длину дороги, построенной к концу n-ого месяца, с частичной суммой гармонического ряда. Приведем наиболее четко оформленное решение.

Второй способ (А.В. Перегудова и В.А. Перегудов). Рассмотрим равенства: 

, 

, 

, …, 

, где an – длина дороги, построенной к концу n-ого месяца. Сложив левые и правые части равенств, получим: 

. Заметим, что a3 < 3 и для k > 1 выполняется неравенство 

, следовательно, ak < k при k > 2. Тогда 

. Последнее слагаемое является частичной суммой гармонического ряда, который расходится при n ( (, следовательно, и длина дороги неограниченна, то есть контора сможет построить дорогу длиной 97 км.

Показать, что ряд 

 расходится, можно было также сравнив {an} с другими последовательностями. Например, Ю.Н. Королев доказал, что (n(N 

. Так как при n ( ( 
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Третий способ (А.Ф. Аскерова и Г.О. Габибулаева, аналогичное решение предложил и Н.П. Уваровский). Пусть an – длина дороги, построенной к концу n-ого месяца. Из условия задачи следует, что 
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. Заметим, что 
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. Таким образом, 
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. Из этих равенств вытекает, что 
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. Следовательно, при таком n, что 
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, контора наверняка построит 97 км дороги.
Приведем еще несколько решений, в которых другими способами доказывается, что последовательность {an} неограниченна.

Четвертый способ (В.А. Андреева, аналогично – В.Л. Дорофеев). Пусть an – длина всей дороги, построенной к концу n-ого месяца, а xn – длина дороги, построенной только за n-ый месяц. Из условия задачи следует, что 
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. Заметим также, что последовательность {an} – возрастающая, а последовательность {xn} – убывающая. Предположим, что {an} ограничена сверху некоторым числом M, то есть, (n(N an < M. Тогда 
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 для всех n, начиная с n = 2 (на самом деле это верно для всех n, поскольку можно выбрать M > 1, а для такого M верно и неравенство 
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. Получили противоречие. 

Еще одна интерпретация той же идеи предложена А.В. Каплиёвым: предположим, что все члены последовательности {an} меньше 97. Тогда (n(N 

. Следовательно, x9071 – x1 = (x9071 – x9700) + (x9070 – x9699) + … + (x3 – x2) + (x2 – x1) > 

 = 100, откуда x9071 > 100 + 1 = 101. Противоречие.

Также можно было оценивать не длину дороги, а время, необходимое для постройки фиксированного количества километров, и указать время, за которое контора гарантированно построит 97 километров дороги. Именно так поступили Т.Н. Жалнина и Ю.О. Пукас. 

Пятый способ (Т.Н. Жалнина). Из условия задачи следует, что за первые два месяца будет построено 2 км дороги. В течение каждого следующего месяца, пока не будет построено 10 км дороги, ежемесячно будет закладываться xk км, при этом 

. Следовательно, через 2 + 

 = 82 месяца контора наверняка построит 10 км дороги. С этого момента и до тех пор, пока контора не построит 97 км дороги, ежемесячно будет закладываться xk км, при этом 

. Следовательно, на прокладывание 97 км дороги точно хватит 82 + 

 = 8782 месяцев работы конторы.

Оценка времени, приведенная в последнем решении, сильно завышена. Компьютерные вычисления (результаты которых приведены в нескольких работах) показывают, что на построение дороги длиной 97 км компании потребуется 4703 месяца (почти 392 года).

Критерии проверки: 10 баллов – полное обоснованное решение; 4 балла – в решениях, использующих гармонический ряд, не объяснено, почему 

, либо, в решениях, использующих оценку времени, не объяснено неравенство, применяемое для этой оценки; 1 балл – приведен только верный ответ.

№3. (Фольклор, предложила Е.С. Горская) К некоторому числу справа приписывают по одной произвольной цифре, исключая цифру 9. Докажите, что рано или поздно получится составное число.
Заметим, что приписав к исходному числу любую четную цифру или цифру 5, мы сразу получим составное число. Следовательно, осталось рассмотреть случаи, когда приписываются цифры 1, 3 или 7. Цифры 1 и 7 имеют один и тот же остаток от деления на 3, следовательно, мы можем приписать их не более двух раз (иначе какое-то из получающихся чисел будет делиться на 3). Таким образом, рано или поздно мы сможем приписывать только цифру 3. Предположим, что в тот момент, начиная с которого, мы можем использовать только цифру 3, полученное число больше пяти (иначе рассмотрим число после следующего шага). Докажем, что среди чисел вида 

 (p – некоторое простое число, большее 5), найдется составное число. Это можно сделать по-разному. 

Например, так: рассмотрим p + 1 число вида 3, 33, 333, …, 

. Среди этих чисел найдутся два, дающие одинаковые остатки от деления на 3. Пусть это числа 

 и 

, где k > n. Рассмотрим их разность 

 - 

 = 

, она делится на p. Поскольку p – простое число и p > 5, то на p будет делится число 

. Таким образом, получаем, что среди чисел, записываемых одними тройками, найдется число, делящееся на p, следовательно, и среди чисел вида 

 найдется число, делящееся на p. Таким образом, рано или поздно мы получим составное число.



Критерии проверки: 10 баллов – полное обоснованное решение; 7 баллов – сформулировано, но не доказано утверждение о том, что среди чисел вида 

 найдется число, делящееся на p (где p – произвольное простое число); 3 балла – верно объяснено только, почему нельзя приписывать четные цифры и цифру 5, и почему нельзя приписать более двух раз цифры 1 или 7; 1 балл – верно объяснено только, почему нельзя приписывать четные цифры и цифру 5.

№4. (А. Войнов, ученик 10 класса) Даны две пересекающиеся окружности. Через одну из их общих точек А проводятся все возможные секущие, которые вторично пересекают данные окружности в точках В и С. Найдите геометрическое место точек М таких, что 

.

Ответ: окружность, проходящая через точку A, центром которой является четвертая вершина O параллелограмма O1AO2O, где O1 и O2 – центры данных окружностей.

Сначала приведем два способа решения, в которых доказывается, что искомое ГМТ – окружность, проходящая через точку А, не используя явного знания о ее центре и радиусе.
Рис. 1

Первый способ (Р.В. Алишев). Найдем сначала геометрическое место точек M1, таких, что 

. Тогда искомое ГМТ получится из найденного при гомотетии с центром А и коэффициентом 2. 

Записанное векторное равенство равносильно тому, что точка M1 является серединой секущей BC. Пусть O1 и O2 – центры исходных окружностей, H – середина отрезка O1O2 (см. рис. 1). Покажем, что геометрическим местом середин секущих ВС является окружность с центром в точке H. Пусть K, L и M’ – основания перпендикуляров, опущенных из точек O1, O2 и H на BC соответственно. Тогда K – середина AB, L – середина АС, M’ – середина KL. При гомотетии с центром в точке A и коэффициентом 2 точка K перейдет в точку B, точка L перейдет в точку C, а точка M’ перейдет в точку M1. Поскольку точка M’ лежит на окружности с диаметром AH, то точка M1 лежит на окружности с диаметром AH1 (AH1 = 2AH). Следовательно, искомое ГМТ – окружность с центром в точке H1 и радиусом AH1.




Отметим, что такой способ решения частично совпадает с решением задачи 7.28 из задачника В.В. Прасолова.
Второй способ (Е.В. Батуева; Т.В. Соколова). Рассмотрим случай, когда секущая BC пересекает окружности в точках, лежащих по разные стороны от точки А (см. рис. 2). 
Рис. 2

Поскольку 

, то в данном случае точка M принадлежит отрезку BC и MC = AB. Пусть PN и SK – касательные к окружностям, проходящие через точку А. Будем считать касательную предельным положением секущей и включим точки N и K в искомое ГМТ. 
Используем свойство угла между касательной и хордой: (CAN = (BAP = (AKB, аналогично, (BAK = (SAC = (ANC. Следовательно, треугольники KBA и ACN подобны (по двум углам), откуда 
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. Заметим также, что (ACN = (KAN. Следовательно, треугольники MCN и KAN подобны (по двум сторонам и углу между ними), откуда (AKN = (CMN. Таким образом, (AKN + (AMN = 180(, следовательно, точки A, K, N и M лежат на одной окружности.

В случае, когда точки B и C лежат по одну сторону от точки A, можно провести аналогично рассуждение, воспользовавшись тем, что четыре точки лежат на одной окружности, если равны соответствующие вписанные углы.
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Возможно было действовать и «в обратную сторону», то есть, рассмотреть точку пересечения прямой BC и окружности, описанной около треугольника AKN, и доказать, что эта точка является искомой точкой M. 

Рис. 3

Третий способ (Н.П. Уваровский). Проведем AN и AK – касательные к данным окружностям (см. рис. 3). Докажем, что окружность, проходящая через точки A, N и K, – искомое ГМТ. Рассмотрим случай, когда секущая BC не пересекает отрезок KN (второй случай рассматривается аналогично). Без ограничения общности можно считать, что AB > AC. 

Пусть O – центр окружности, описанной около треугольника AKN, O1 и O2 – центры данных окружностей. Опустим перпендикуляры O1N, OE и O2L на отрезок BC. Тогда AB = 2AN, AM = 2AE, AC = 2AL. Заметим, что AO2(AK (радиус перпендикулярен касательной) и OO1(AK (линия центров окружностей перпендикулярна общей хорде), следовательно, 

AO2 || OO1. Аналогично, AO1 || OO2. Таким образом, AO1OO2 – параллелограмм и OO1 = AO2. 
Проведем перпендикуляр O1P к отрезку OE. Поскольку OO1 || AO2 и OE || O2L, то (O1OE = (AO2L, следовательно, прямоугольные треугольники O1PO и ALO2 равны по гипотенузе и острому углу, откуда O1P = AL, то есть, AL = NE. Тогда AB – AC = 2AN – 2AL = 2(AN – NE) = 2AE = AM, следовательно, точка M однозначно определяется суммой векторов 
[image: image21.wmf]AB

uuur

 и 
[image: image22.wmf]AC

uuur

. 

[image: image23.wmf]O

M

C

A

O

1

O

2

B


Рис. 4

Четвертый способ (А.Ф. Аскеров. и Г.О. Габибулаев; сходная идея решения – у Л.А. Аржанцевой). Рассмотрим случай, когда векторы 

 и 

 направлены в разные стороны (второй случай рассматривается аналогично). Без ограничения общности можно считать, что AB > AC. Построим параллелограмм AO1OO2 (см. рис. 4).

Докажем, что вершина O этого параллелограмма лежит на серединном перпендикуляре к отрезку BC, а значит, и к отрезку AM. Рассмотрим треугольники BOO1 и COO2. В этих треугольниках BO1 = AO1 = OO2, CO2 = AO2 = OO1. Пусть (BAO1 = (ABO1 = (, (CAO2 = (ACO2 = (. Тогда (BO1A = 180( – 2(, (CO2A = 180( – 2(, (O1AO2 = 180( – (( + (), (AO1O = (AO2O = ( + (. Отсюда следует, что (BO1O = (BO1A + (AO1O = 180( + ( – (, (CO2O = 360( – ((CO2A + (AO2O) = 180( + ( – (. Таким образом, треугольники BOO1 и COO2 равны. Значит, равны их соответствующие стороны OB и ОС. Поскольку точка O лежит на серединном перпендикуляре к отрезкам BC и AM, то точка M принадлежит окружности с радиусом OA. 

Многие участники конкурса решали эту задачу аналитически. Способы решения, в которых использовалась декартова система координат, похожи, отличие состоит только в выборе системы координат и в способах доказательства того, что координаты точки M удовлетворяют уравнению окружности. 
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Пятый способ (С.В. Афанасьева). Введем декартову систему координат так, как это показано на рис. 5 (ось Ox совпадает с линией центров окружностей). 
Рис. 5

Пусть O1(b; 0) и O2(c; 0) – центры данных окружностей, A(0; a). Тогда радиусы окружностей: 
[image: image25.wmf]22

1

rab

=+

, 
[image: image26.wmf]22

2

rac

=+

. Запишем уравнения данных окружностей: 
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. Уравнение прямой BC: y = kx + a (если прямая не совпадает с осью Oy, то есть, не содержит общую хорду данных окружностей).

Решив две системы уравнений, найдем координаты точек B(x1; y1) и C(x2; y2): 
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Пусть М(xM; yM), тогда xM = x1 + x2 = 
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; yM = kxM + a. Выразим из последнего уравнения коэффициент k и подставим его в уравнение для xM: xM = 
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. Преобразовав, получим: 
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.
Таким образом, получено уравнение окружности с центром в точке (b + c; –a) и радиусом 
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. Поскольку мы исключили из рассмотрения случай, когда прямая BC совпадает с осью Oy, то осталось проверить, что точка с координатами (0; –3a) принадлежит полученной окружности. Действительно, равенство 
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 выполняется. Отметим, что О(b + c; –a) является четвертой вершиной параллелограмма O1AO2O.

Задачу можно было решить, используя также полярную систему координат. 
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Шестой способ (А.В. Перегудова и В.А. Перегудов, похожее решение у И.Н. Рочева).

Пусть O и O1 – центры данных окружностей. Проведем к ним касательные AP и AL (см. рис. 6а). Пусть (PAL = (, а радиусы окружностей равны a и b. Тогда, в полярной системе координат с полюсом A и осью AP уравнение первой окружности: 
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, а уравнение второй окружности: 
[image: image42.wmf])

sin(

2

)

(

1

j

a

j

-

=

b

r

 (это уравнение можно получить, например, из теоремы синусов, см. рис. 6б). 

Рис. 6а

[image: image43.wmf]a


При фиксированном значении ( приведенные уравнения задают точки, лежащие на одной прямой. Следовательно, уравнение искомой кривой в рассматриваемой полярной системе координат имеет следующий вид: 
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. Преобразуем: 
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, где A = 
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. Полученное уравнение – это уравнение окружности, проходящей через точку A, следовательно, искомое ГМТ – окружность, проходящая через точку A с диаметром 
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Рис. 6б

Критерии проверки: 10 баллов – полное обоснованное решение; 5 баллов – приведено в целом верное геометрическое решение, но некоторые ключевые равенства приведены без доказательства, либо приведено полное решение, но только для одного случая (когда точки B и C расположены по разные стороны от точки A или по одну сторону от точки A) и потому в ответе получена не окружность, а дуга окружности; 3 балла – приведено аналитическое решение, в завершающей стадии которого есть ошибка или оно не доведено до конца; 2 балла – приведен только верный ответ.

№5. (И.С. Рубанов, международный турнир городов, весна 1998 г.) Дан клетчатый квадрат размером 5(5. В некоторых клетках проведена одна из диагоналей, при этом никакие две диагонали не имеют общего конца. Какое наибольшее количество диагоналей могло быть проведено?
Ответ: 16.

Один из возможных примеров расположения 16 диагоналей – см. рис. 7а. 

[image: image51.wmf]
Докажем, что нельзя провести хотя бы 17 диагоналей. Квадрат 5(5 содержит ровно 36 узлов сетки, при этом, концами каждой из диагоналей являются два узла сетки. Пусть удалось провести 17 или более диагоналей, тогда свободными остались не более двух узлов. 

Рис. 7а

Рассмотрим квадрат 3(3, расположенный в центре квадрата 5(5, и его «каемку», шириной в одну клетку (см. рис. 7б). Диагонали, проведенные в «каемке» делятся на два вида: 1) диагонали, один из концов которых лежит на границе квадрата 3(3, а другой – на границе квадрата 5(5; 2) диагонали, оба конца которых лежат на границе квадрата 5(5 («угловые» диагонали, отсекающие вершины исходного квадрата). 

[image: image52.wmf]
На границе квадрата 3(3 лежат 12 узлов сетки, а на границе квадрата 5(5 – 20 узлов. По предположению, у нас осталось не более двух свободных узлов, значит, по крайней мере 18 узлов на границе большого квадрата задействованы. Следовательно, «угловых» диагоналей проведено не менее трёх. Тогда, соответствующие им три вершины внешнего квадрата не задействованы. Противоречие.
Рис. 7б

Критерии проверки: 10 баллов – полное обоснованное решение; 5 баллов – верный пример и начало оценки (что-то сформулировано, но не доказано, либо в переборном решении рассмотрены не все случаи); 4 балла – приведена только верная оценка, либо приведен только верный пример.
II. В предложенных текстах могут содержаться математические ошибки (как в утверждениях, так и в ответах, решениях или доказательствах). Если утверждение неверно – приведите контрпример и найдите ошибки в доказательстве. Если неверно только решение (доказательство) – укажите ошибки и приведите верное решение (доказательство).

№6. Уравнение (А.Д. Блинков). 
Решите уравнение: (x2 + 2x – 5)2 + 2(x2 + 2x – 5) – 5 = x.
«Ответ»: 

.
«Решение». Пусть f(x) = x2 + 2x – 5, тогда уравнение имеет вид f(f(x)) = x или, что то же самое, f(x) = f–1(x). Графики взаимно обратных функций симметричны относительно прямой y = x, поэтому, если они пересекаются, то точка пересечения графиков лежит на этой прямой. 

Таким образом, если число x0 – корень данного уравнения, то оно является и корнем уравнения f(x) = x. Решая уравнение x2 + 2x – 5 = x, получим, что x = 

.

Наиболее полный анализ приведенного «решения» прислали Л.А. Аржанцева и В.А. Замараев. 

Предложенное «решение» основывается на трех утверждениях:

1) Уравнение f(f(x)) = x равносильно уравнению f(x) = f–1(x).

2) Если графики двух взаимно обратных функций пересекаются, то точки их пересечения лежат на прямой y = x. 

3) Из уравнения f(f(x)) = x следует уравнение f(x) = x.

Каждое из этих утверждений ложно. Обоснуем это.

1) Утверждение выполняется только для обратимых функций. В данном случае, функция f(x) = x2 + 2x – 5 обратимой не является (существуют различные значения аргумента, которым соответствуют одинаковые значения функции).

2) Точки пересечения графиков взаимно обратных функций могут не лежать на прямой y = x, а быть симметричными относительно этой прямой. Например (Н.И. Авилов): рассмотрим взаимно обратные функции 

 и 

, графики которых имеют три точки пересечения: (0; 0); (1; –1); (–1; 1).

Некоторые участники конкурса приводили в качестве контрпримеров функции вида y = –x + b, которые совпадают с обратными к ним. Существует также «хрестоматийный» пример взаимно обратных функций 

 и 

, графики которых пересекаются в трех точках, одна из которых лежит на прямой y = x, а две другие: 

 и 

. Отметим также, что несложно доказать следующее утверждение: если графики взаимно обратных возрастающих функций пересекаются, то их точки пересечения лежат на прямой y = x.

3) Как будет показано ниже, данное уравнение имеет корни, отличные от корней уравнения x2 + 2x – 5 = x. 
Отметим, что обратное утверждение является верным: f(x) = x ( f(f(x)) = f(x) ( f(f(x)) = x. Поэтому, корни уравнения, полученные в «решении», действительно являются корнями исходного уравнения, но не составляют все множество корней, то есть приведенный в условии «ответ» так же неверен. 

Приведем два основных способа решения данного уравнения.
Первый способ. Если x0 является корнем уравнения f(x) = x, то x0 является и корнем уравнения f(f(x)) = x, поэтому 

 – корни данного уравнения. Для того, чтобы найти остальные корни, приведем исходное уравнение к виду: x4 + 4x3 – 4x2 – 17x + 10 = 0 (раскрыв скобки и приведя подобные слагаемые). Многочлен, полученный в левой части уравнения, разделим на трехчлен x2 + x – 5 в «столбик». Получим трехчлен x2 + 3x – 2, корнями которого являются числа 

. Ответ: 

; 

.

Второй способ. Пусть x2 + 2x – 5 = y, тогда y2 + 2y – 5 = x. Получим систему уравнений: 

. Вычтем из первого уравнения второе и преобразуем: x2 – y2 + 3x – 3y = 0 ( (x – y)(x + y + 3) = 0 ( 

. Подставив полученные выражения в любое из уравнений системы, получим совокупность двух квадратных уравнений. Решив квадратные уравнения, получим корни, приведенные выше.

Критерии проверки: по 2 балла за каждую из трех ошибок, найденную в «решении»; 4 балла – за собственное верное решение. Итого, максимальный балл – 10.

№7. Рыцари (А.К. Ковальджи).
Собрались n рыцарей. Известно, что у каждого рыцаря не меньше, чем 

 друзей. Докажите, что их можно так рассадить за круглым столом, что справа и слева от каждого рыцаря будет сидеть его друг.

«Решение». Докажем утверждение задачи методом математической индукции. Для n = 2 утверждение очевидно. Пусть оно верно для некоторого n, докажем, что оно верно, когда количество рыцарей равно n + 1. Отправим одного (например, Петю) за дверь, а остальных n рыцарей рассадим за круглым столом. Теперь найдем место для Пети. Для каждого друга Пети рассмотрим его правого соседа. Если все эти соседи – враги, то врагов у Пети не меньше чем друзей, что противоречит условию. Следовательно, найдутся два друга Пети, сидящие подряд. Между ними мы и посадим Петю.
Утверждение задачи верно, но в приведенном “решении” содержится ошибка, а именно, неверно используется индукционный переход. Действительно, пусть, например, для n = 4 выполнялось условие задачи: каждый рыцарь имел двух друзей, сидящих рядом, и врага, сидящего напротив. Удалив одного из них за дверь, мы получим, что для двух рыцарей условие не выполняется, так как у них осталось по одному другу, то есть оставшихся трех рыцарей рассадить требуемым образом нельзя. 


Приведем один из возможных способов решения задачи (С.В. Буфеев).

Рис. 8
Рассадим всех рыцарей за столом в произвольном порядке. Если слева и справа от каждого рыцаря сидят его друзья, то задача решена. В противном случае рассмотрим какую-либо пару врагов, сидящих рядом. Обозначим их A и B и для определенности предположим, что A сидит слева от B (см. рис. 8). Поскольку у рыцаря А не менее 

 друзей, а у рыцаря B – не более 

 врага (не считая рыцаря А), то найдется такая пара сидящих рядом рыцарей A' и B' (A' сидит слева от B'), что A' дружит с А, а B' дружит с В. Пересадим в обратном порядке всех рыцарей, сидящих между A и B'. Тогда А будет сидеть рядом со своим другом A', B – рядом со своим другом B', а для остальных пересаженных рыцарей поменяются местами левый и правый соседи. Общее количество враждующих пар при этом уменьшится. Применяя последовательно указанное рассуждение к каждой паре врагов, сидящих рядом, добьемся искомого. 
Отметим, что сформулированное в условии задачи утверждение известно в теории графов как теорема Дирака (на что и обратили внимание многие участники конкурса). Будем рассматривать рыцарей как точки на плоскости и соединять отрезками тех рыцарей, которые являются друзьями. Тогда в получившемся графе каждая вершина имеет степень не менее, чем 

, и теорема Дирака утверждает, что в таком графе найдется гамильтонов цикл (то есть, замкнутый путь, проходящий по всем вершинам и содержащий каждую вершину ровно один раз). Доказательство теоремы Дирака на языке теории графов можно найти, например, в книге Р. Уилсона «Введение в теорию графов».

Критерии проверки: 5 баллов за найденную ошибку; 5 баллов – за собственное верное решение. Итого, максимальный балл – 10.




№8. Пятиугольник (Из книги Hallard T. Croft, Kenneth J. Falconer, Richard K. Guy. Unsolved problems in geometry. Springer-Verlag. Предложили А.И. Сгибнев и Д.Э. Шноль).

Найдите точку, лежащую в плоскости данного выпуклого пятиугольника, для которой сумма расстояний до всех его вершин наименьшая.

«Ответ»: эта точка является предельной точкой последовательности пятиугольников, в которой каждый последующий пятиугольник образован диагоналями предыдущего.

«Доказательство». Рассмотрим выпуклый пятиугольник ABCDE. Заметим, что четырёхугольник ABCD также выпуклый, и точка, для которой сумма расстояний до его вершин минимальна, это точка F пересечения его диагоналей. Теперь рассмотрим задачу о минимуме для пятиугольника, то есть «подключим» вершину E. Получим, что точка минимума для пятиугольника лежит на отрезке FE, то есть внутри угла AFD, образованного диагоналями AC и BD. 

Выбирая поочерёдно по четыре вершины пятиугольника и повторяя рассуждение, получим, что точка минимума должна лежать внутри пятиугольника, образованного пятью его диагоналями. Применяя всё вышесказанное к каждому следующему пятиугольнику, получим, что искомая точка лежит внутри любого из последовательности пятиугольников, стягивающихся в точку, то есть в этой предельной точке. Утверждение доказано.
Наиболее полный анализ “решения” прислали С.В. Буфеев и Т.В. Соколова. Приведем выдержки из их работ.

1) Неверно, что «искомая точка лежит на отрезке FE». Если бы это было так, то подобное рассуждение можно было бы провести, заменив вершину Е на любую другую вершину данного пятиугольника. Тогда в одной точке должны пересечься пять отрезков, каждый из которых соединяет вершину пятиугольника с точкой пересечения двух диагоналей, которые попарно соединяют остальные четыре вершины. 

Несложно построить пятиугольник, для которого это не так, например, см. рис. 9а. 
Рис. 9а

2) Неверно также, что «искомая точка лежит внутри угла AFD, образованного диагоналями АС и BD», поэтому вывод о том, что «точка минимума должна лежать внутри пятиугольника, образованного пятью диагоналями исходного пятиугольника» также неверен. 




Рис. 9б

Для того, чтобы построить контрпример, необходимо предварительно доказать, что искомая точка О либо совпадает с одной из вершин выпуклого пятиугольника, либо для нее выполняется равенство: 

, где каждое слагаемое – единичный вектор, направленный от О к соответствующей вершине пятиугольника АВСDE. Это можно получить либо, пользуясь «механической» интерпретацией, либо с помощью аппарата математического анализа. Из аналогичных соображений доказывается, что если точка О существует, то она единственная. 

Построим контрпример. Для этого выберем произвольную точку О на плоскости и построим единичный вектор 

. Затем построим единичные векторы 

 и 

 так, чтобы (E1OA1 = (E1OD1 = ( – arccos

, и единичные векторы 

 и 

 так, чтобы (E1OВ1 = (E1OС1 = ( – arccos

 (точки А1 и В1 лежат в одной полуплоскости относительно прямой ОЕ1, а точки С1 и D1 – в другой, см. рис. 9б).

Сумма построенных векторов равна 

. Действительно, сумма их ортогональных проекций на направление ОЕ1 равно 1 + cos(E1OA1 + cos(E1OВ1 + (E1OС1 + (E1OD1 = 0, и сумма их ортогональных проекций на направление, перпендикулярное ОЕ1 также равно нулю (из симметрии). 

Зададим расположение вершин пятиугольника ABCDE. Пусть точка Е совпадает с Е1. Точки В и С выберем произвольно на лучах ОВ1 и ОС1 соответственно. Точки А и D выберем на лучах ОА1 и ОD1 так, чтобы точки А и О лежали в разных полуплоскостях относительно прямой ВЕ, а точки D и O – в разных полуплоскостях относительно прямой СЕ, и так, чтобы АВСDE был выпуклым пятиугольником. В построенном пятиугольнике искомая точка минимума либо совпадает с одной из его вершин, либо совпадает с точкой О. В любом случае точка минимума лежит вне «диагонального» пятиугольника. (Точка О не может лежать внутри «диагонального» пятиугольника, так как точки О и Е лежат в одной полуплоскости относительно диагонали AD.)

3) Даже если в некотором пятиугольнике Р точка минимума действительно принадлежит пятиугольнику Р1, образованному его диагоналями, то эта точка не обязана являться точкой минимума для нового пятиугольника Р1. 

Можно также привести численный пример (что и сделано в работе Т.В. Соколовой), но из-за недостатка места мы его опускаем.

4) Единственным утверждением, которое может быть верным в приведенном “решении”, является высказывание о том, что последовательность пятиугольников, образованных диагоналями, имеет предельную точку. Но для доказательства этого необходимо, чтобы последовательность диаметров этих пятиугольников стремилась к нулю, что совсем неочевидно.




Из всего сказанного выше очевидным образом вытекает, что приведенный “ответ” также неверен. Более того, известно, что задача не имеет точного решения, то есть, в общем случае искомую точку минимума (так называемую точку Торричелли) в пятиугольнике с помощью циркуля и линейки построить нельзя. Однако можно построить итерационный процесс (например, Т.В. Соколова описала итерационный процесс, основанный на методе Франка-Вульфа). 

Отметим также, что невозможность построения точки минимума при помощи циркуля и линейки связана с тем, что уравнение пятой степени в общем виде нельзя решить в радикалах. Поясним это более подробно, используя работу С.В. Буфеева. 

Рис. 10а




Заметим, что внутри выпуклого пятиугольника мы ищем точку O, такую, что 

, где вектора 

, …, 

 направлены из точки O  к вершинам пятиугольника и равны по модулю (поэтому будем считать, что 

, где k = 1, …, 5). Поместим пятиугольник в комплексную плоскость, совместив точку Торричелли с началом координат (см. рис. 10а). Тогда можно записать, что z1 + z2 + z3+ z4 + z5 = 0. Таким образом, числа z1,…, z5 являются решениями уравнения z5 + az3 + bz2 + cz + d = 0, где |d| = |z1z2z3z4z5| = 1 (коэффициент при z4 равен 0 по теореме Виета). Поскольку алгебраическое уравнение пятой степени в общем виде невозможно решить в радикалах, то можно говорить лишь о классификации выпуклых пятиугольников в зависимости от положения в них точки Торричелли (то есть, в зависимости от параметров a, b, c и d рассмотренного уравнения). 

Рис. 10б

Рассмотрим несколько частных случаев: 




а) уравнение z5 = 1, решения которого 

, где k = 1, …, 5 (см. рис. 10б). 

б) уравнение (z3 + 1)(z2 + 1) = 0, распадающееся на совокупность двух уравнений. По теореме Виета z1 + z2 + z3 = 0 и z4 + z5 = 0, то есть, сумма векторов 

, 

 и 

 равна нулю, и сумма векторов 

 и 

 равна нулю (см. рис. 10в). 

Рис. 10в

Рассмотрим один из пятиугольников, соответствующий последнему случаю (см. рис. 10г). В этом пятиугольнике искомая точка O лежит на диагонали AD, а не внутри «диагонального» пятиугольника.

[image: image53.png]



Рис. 10г

Критерии проверки: до 10 баллов за найденные ошибки; до 10 баллов – за собственное верное исследование. Итого, максимальный балл – 20.

За выполнение задания №10 можно было получить от 1 до 5 дополнительных баллов.
�EMBED PBrush���
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