òÅÛÅÎÉÑ.

I. ëÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÃÅÎÉŒÁÌÁÓØ Œ 10 ÂÁÌÌÏŒ.

1. (éÚ ÐÒÏÔÏËÏÌÁ ëÉÛÉÎÅŒÓËÏÊ ÇÉÍÎÁÚÉÉ ÚÁ 1879 Ç.) ôÒÉ ÍÕÖÁ | áÎÄÒÅÊ, éŒÁÎ É óÔÅÐÁÎ ÐÏÛÌÉ ÓÏ ÓŒÏÉÍÉ ÖÅÎÁÍÉ | áÎÎÏÊ, åËÁÔÅÒÉÎÏÊ É ïÌØÇÏÊ ÚÁ ÐÏËÕÐËÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ ÐÌÁÔÉÌ ÚÁ ËÁ- ÖÄÕÀ ŒÅÝØ ÐÏ ÓÔÏÌØËÏ ÒÕÂÌÅÊ, ÓËÏÌØËÏ ÏÎ ËÕÐÉÌ ŒÅÝÅÊ. áÎÄÒÅÊ ËÕÐÉÌ ÎÁ 23 ŒÅÝÉ ÂÏÌØÛÅ áÎÎÙ, éŒÁÎ | ÎÁ 11 ŒÅÝÅÊ ÂÏÌØÛÅ åËÁÔÅÒÉÎÙ, Á óÔÅÐÁÎ | ÎÁ 23 ŒÅÝÉ ÍÅÎØÛÅ ïÌØÇÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ, ËÔÏ ÎÁ ËÏÍ ÖÅÎÁÔ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÕÖÅÊ ÐÏÔÒÁÔÉÌ ÎÁ 63 ÒÕÂÌÑ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÅÇÏ ÖÅÎÁ.

ïÔŒÅÔ: áÎÄÒÅÊ ÖÅÎÁÔ ÎÁ ïÌØÇÅ, éŒÁÎ | ÎÁ áÎÎÅ, óÔÅÐÁÎ | ÎÁ åËÁÔÅÒÉÎÅ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÞÅÌÏŒÅË ÐÏÔÒÁÔÉÌ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÕÂÌÅÊ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ ÍÕÖ ÐÏÔÒÁÔÉÌ Á^2 ÒÕÂÌÅÊ, Á ÅÇÏ ÖÅ- ÎÁ | b^2, ÔÏÇÄÁ Á^2 − b^2 = 63 ⇔ (Á + b)(Á − b) = 3^2 · 7. ôÁË ËÁË ÞÉÓÌÁ Á + b É Á − b | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, É Á + b > Á − b, ÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ: 1) { a + b = 63; a − b = 1 ⇔ { a = 32; b = 31: 2) { a + b = 21; a − b = 3 ⇔ { a = 12; b = 9: 3) { a + b = 9; a − b = 7 ⇔ { a = 8; b = 1:

ðÒÏŒÅÒÑÑ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ËÕÐÌÅÎÎÙÈ ŒÅÝÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: a = 32 (áÎÄÒÅÊ), b = 9 (áÎÎÁ); a = 12 (éŒÁÎ), b = 1 (åËÁÔÅÒÉÎÁ); a = 8 (óÔÅÐÁÎ), b = 31 (ïÌØÇÁ).

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

œÅÒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÅ É ÏÔŒÅÔ, ÎÏ ÅÓÔØ ÍÅÌËÉÅ ÎÅÄÏÞÅÔÙ Œ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑÈ | 9 ÂÁÌÌÏŒ ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÐÏÌÕÞÅÎ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÓÌÕÞÁÉ ÎÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ- ÎÙ | 7 ÂÁÌÌÏŒ œÅÒÎÏ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÚÁÐÉÓÁÎ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ, ÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ É ÏÔÂÏÒ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ | 6 ÂÁÌÌÏŒ ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÅ ÐÏÌÕÞÅÎ, ÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÏÓÔÁŒÙ ÓÕÐÒÕÖÅÓËÉÈ ÐÁÒ, ËÒÏÍÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ É ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ | 5 ÂÁÌÌÏŒ ïÔŒÅÔ ÎÅ ÐÏÌÕÞÅÎ, ÎÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÎÏ ÉÓËÌÀÞÅÎ ÒÑÄ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅŒ | 4 ÂÁÌÌÁ ðÒÉŒÅÄÅÎ ÔÏÌØËÏ ÏÔŒÅÔ | 0 ÂÁÌÌÏŒ

2. (æÏÌØËÌÏÒ) òÅÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ:

(x + y)^5 = z; (y + z)^5 = x; (z + x)^5 = y:

ïÔŒÅÔ: (0; 0; 0); ( 1 2^4 √ 2 ; 1 2^4 √ 2 ; 1 2^4 √ 2 ) , ( − 1 2^4 √ 2 ; − 1 2^4 √ 2 ; − 1 2^4 √ 2 ) . òÅÛÅÎÉÅ.

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ.

(x + y)^5 = z (y + z)^5 = x (z + x)^5 = y ⇔ x + y =^5 √ z y + z =^5 √ x: z + x =^5 √ y œÙÞÔÅÍ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÅ:

x − z =^5 √ z −^5 √ x ⇔ x +^5 √ x = z +^5 √ z: æÕÎËÃÉÑ f(t) = t +^5 √ t ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ (ÓÕÍ- ÍÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÓŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÏŒÎÏ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x = z. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ x = y. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x = y = z Œ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ 32x^5 = x ⇔ x = 0 ÉÌÉ x = ± 1 2^4 √ 2 . œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ŒÏ ŒÔÏÒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: ((x+z)^5+ +z)^5 = x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = (x+z)^5. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ: f(f(x)) = x. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x,

ÐÏÜÔÏÍÕ f(f(x)) = x ⇔ f(x) = x (∗). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (x + z)^5 = x = (y + z)^5. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ f(t) = t^5 | ÔÁËÖÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ, ÔÏ x + z = y + z ⇔ x = y. éÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ y = z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ x = y = z.

(∗) äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: 1) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ f(x) = = x ⇒ f(f(x)) = x. 2) ðÕÓÔØ x_0 | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(f(x)) = x, ÇÄÅ f(x) | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ, f(f(x_0)) = x_0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(x_0) ≠ x_0, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(x_0) > x_0. ôÏÇÄÁ, f(f(x_0)) > f(x_0), ÚÎÁÞÉÔ, x_0 > f(x_0) | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ f(x_0) < x_0 ÔÁËÖÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ f(f(x_0)) = x_0 ⇒ f(x_0) = x_0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ! äÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = −x.

ôÒÅÔÉÊ ÓÐÏÓÏÂ. œÙÞÔÅÍ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÅ: (x+y)^5 −(y+z)^5 = z−x ⇔ (x−z)((x+ +y)^4 +(x+y)^3(y+z)+(x+y)^2(y+z)^2 +(x+y)(y+z)^3 +(y+z)^4) = z −x. éÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z = x ÉÌÉ (x + y)^4 + (x + y)^3(y + z) + (x + y)^2(y + z)^2 + (x + y)(y + z)^3 + (y + z)^4 = −1.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (x + y)^4 + (x + y)^3(y + z) + (x + y)^2(y + z)^2 + (x + y)(y + +z)^3 + (y + z)^4 ⩾ 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x + y = a, y + z = b. ðÒÉ b = 0 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ. ðÒÉ

b ≠ 0 ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ŒÙÎÏÓÑ ÚÁ ÓËÏÂËÉ b^4: b^4 (( a b )_4 + ( a b )_3 + ( a b )_2 + 1 ) . ðÕÓÔØ a b = t. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (t) = t^4 + t^3 + t^2 + t + 1 ÐÒÉ t ⩾ 0 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ïÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÔÁËÖÅ É ÐÒÉ t ⩽ −1, ÔÁË ËÁË P (t) = t^3(t + 1) + t(t + 1) + 1, É ÐÒÉ −1 < t < 0, ÔÁË ËÁË P (t) = t^4 + t^2(t + 1) + (t + 1).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ z = x. œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒÅÔØÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x = y. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ x = y = z.

òÅÛÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÕÖÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÉÄÅÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÆÏÒÍÉÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÒÁÚÕ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ : x + y = a, y + z = b, z + x = c.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

œÅÒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÅ É ÏÔŒÅÔ, ÎÏ ÅÓÔØ ÍÅÌËÉÅ ÎÅÄÏÞÅÔÙ Œ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑÈ | 9 ÂÁÌÌÏŒ œÅÒÎÙÊ ÈÏÄ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ É ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÁ ÌÉÂÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÑÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x+^5 √ x = = y +^5 √ y Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ x = y | 8 ÂÁÌÌÏŒ œÅÒÎÙÊ ÈÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÏ Œ ËÏÎÃÏŒËÅ ÐÏÔÅÒÑÎÁ ÔÒÏÊËÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | 8 ÂÁÌÌÏŒ œÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ x = y = z, ÎÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÉËÁË ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎ | 2 ÂÁÌÌÁ

3. (VII ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ ÇÏÒÏÄÏŒ) ðÒÏ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÍ x ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: f(x + 1)f(x) + f(x + 1) + 1 = 0. íÏÖÅÔ ÌÉ f(x) ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ?

ïÔŒÅÔ: ÎÅÔ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

òÅÛÅÎÉÅ. úÁÐÉÛÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ŒÉÄÅ f(x + 1)(f(x) + 1) = −1. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 0 É 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÔÒÅÈ ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔËÏŒ: Á) (−∞; −1); Â) (−1; 0); Œ) (0; +∞). œ ÓÌÕÞÁÑÈ Á) É Œ) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ f(x + 1) É f(x) + 1 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁËÉ, Á ÓÌÕÞÁÅ Â) |f(x + 1)| < 1 É |f(x) + 1| < 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ +1.

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ f(x) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ f(0) = c. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c ≠ 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(0) = 0, ÔÏ ÐÒÉ x = 1 ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, c ≠ −1, ÔÁË Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ x = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:

1) c > 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ x = 0 f(1) = − 1

c + 1

< 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ. åÓÌÉ ÂÙ f(x) ÑŒÌÑÌÁÓØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÔÏ, ÎÁÛÌÏÓØ ÂÙ ÔÁËÏÅ t ∈ (0; 1), ÞÔÏ f(t) = 0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ x = t − 1 ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.

2) c < −1. ôÏÇÄÁ f(0) = c < 0 É f(1) = − 1

c + 1

> 0 É ÄÁÌÅÅ ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ 1). 3) −1 < c < 0. ôÏÇÄÁ f(0) = c > −1 É f(1) = − 1

c + 1

< −1. åÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ t ∈ (0; 1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(t) = −1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ x = t ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÎÏŒØ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ | 3 ÂÁÌÌÁ õËÁÚÁÎÏ, ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ÉÌÉ −1, ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÄÅÌÁÎ ŒÙŒÏÄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ | 0 ÂÁÌÌÏŒ

4. (ëÁÎÁÄÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ 1983 Ç.) éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÇÒÁÎÅÊ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÍÙ ÜÔÉÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ ÒÁŒÎÙ?

ïÔŒÅÔ: ÎÅÔ, ÎÅ ŒÅÒÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ. œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÂSSÅÍÏŒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ V = 1 6 abd sin ’, ÇÄÅ Á É b | ÄÌÉÎÙ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÅÒ, d É ’ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÜÔÉ ÒÅÂÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÓÍ., ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ñ.ð. ðÏÎÁÒÉÎ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, Ô. 2, ÓÔÒ. 98 { 99).

ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1. ðÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ ÒÁŒÎÁ √ 3 4 , Á ÏÂSSÅÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÒÁŒÅÎ √ 2 12 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁŒÎÏÇÒÁÎÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ DABC, ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁ- ÎØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ 1 2 É ŒÙÓÏÔÏÊ √ 3 (ÓÍ. ÒÉÓ.). ôÁËÏÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÔÁËÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ | ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÅ (ÂÏËÏŒÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÁ 7 4 ). òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ EF ÍÅÖ-

ÄÕ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÍÉÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÒÁŒÎÏ √ BE^2 − BF^2 = √ ( √ 3)^2 − ( 1 2 )_2 = = √ 47 4 , ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÏÂSSÅÍ ÒÁŒÅÎ √ 47 96 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÌÏÝÁÄÉ ÇÒÁÎÅÊ ÄŒÕÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ ÒÁŒÎÙ, Á ÉÈ ÏÂSSÅÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

œÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ: ËÕÂ ABCDA^′B^′C^′D^′ Ó ÒÅÂÒÏÍ ÄÌÉÎÙ a, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ AA^′ É œó ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÉ ò É R ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ ŒÅÒÛÉÎ á É œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ Q É T , ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ŒÙÂÒÁÎÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ á É œ (ÓÍ. ÒÉÓ.). ðÕÓÔØ AP = AQ = BR = BT = b.

ôÅÔÒÁÜÄÒ P QRT ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÇÒÁÎÎÙÍ, ÔÁË ËÁË P Q = = RT = 2b, P R = P T = QT = QR (ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁŒÎÁ: S = 1 2 · 2b · √ a^2 + b^2 = = b √ a^2 + b^2.

ïÂSSÅÍ ÜÔÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ: V_{P QRT} = 1 6 (2b)^2a sin ß 2 = 2 3 b^2a.

ðÏÄÂÅÒÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Á É b ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ S ÂÙÌÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ V | ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ: 1) ÐÒÉ a = 2, b = 3 S = 3 √ 13 = √ 117; V = 12; 2) ÐÒÉ a = 2 √ 29, b = 1 S = √ 117;

V = 4 √ 29 3 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÌÏÝÁÄÉ ÇÒÁÎÅÊ ÄŒÕÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏŒ ÒÁŒÎÙ, Á ÉÈ ÏÂSSÅÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

ðÒÉŒÅÄÅÎ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ É ÐÏÓÔÒÏÅÎ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÒÁŒÎÏÇÒÁÎÎÙÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒ Ó ŒÙÂÒÁÎÎÙÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÎÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ | ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ) | 8 ÂÁÌÌÏŒ ðÒÉŒÅÄÅÎ ŒÅÒÎÙÊ ÏÔŒÅÔ É ŒÙÓËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÕÍÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÄÏŒÅ- ÄÅÎÏ ÄÏ ËÏÎÃÁ | 2{3 ÂÁÌÌÁ

II. íÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÂÌÏË

ëÁÖÄÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÏÃÅÎÉŒÁÌÏÓØ Œ 10 ÂÁÌÌÏŒ.

œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ (ÚÁÄÁÎÉÑÈ Ć5 É Ć6) ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÛÉÂËÉ (ËÁË Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÈ, ÔÁË É Œ ÏÔŒÅÔÁÈ, ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÈ). åÓÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ | ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÉ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ. åÓÌÉ ÎÅŒÅÒÎÏ ÔÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ) | ÕËÁÖÉÔÅ ÏÛÉÂËÉ É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ŒÅÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ).

5. (úÁÄÁÞÁ ÉÚ ÜËÚÁÍÅÎÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÓÂÏÒÎÉËÁ ó. ûÅÓÔÁËÏŒÁ ÄÌÑ 9 ËÌÁÓÓÁ, 2006 Ç., ÒÁÂÏÔÁ 15; ŒÁÒÉÁÎÔ 4. ðÒÅÄÌÏÖÉÌ | á. èÁÞÁÔÕÒÑÎ).

õÓÌÏŒÉÅ. éÇÏÒØ É ðÁÛÁ ÍÏÇÕÔ ÐÏËÒÁÓÉÔØ ÚÁÂÏÒ ÚÁ 4 ÞÁÓÁ, ðÁÛÁ É œÏÌÏÄÑ ÍÏÇÕÔ ÐÏËÒÁÓÉÔØ ÜÔÏÔ ÖÅ ÚÁÂÏÒ ÚÁ 12 ÞÁÓÏŒ, Á œÏÌÏÄÑ É éÇÏÒØ | ÚÁ 9 ÞÁÓÏŒ. úÁ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ÍÁÌØÞÉËÉ ÐÏËÒÁÓÑÔ ÚÁÂÏÒ, ÒÁÂÏÔÁÑ ŒÔÒÏčÍ?

ĂòÅÛÅÎÉÅĄ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÌØÞÉËÏŒ ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ i, p É v ÚÁÂÏÒÏŒ Œ ÞÁÓ. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, i + p = 1 4 , p + v = 1 12 É i + v = 1 9 . óËÌÁÄÙŒÁÑ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ,

ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ 2(i + p + v) = 4 9 , ÏÔËÕÄÁ i + p + v = 2 9 . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÌØÞÉËÉ ÐÏËÒÁÓÑÔ ÚÁÂÏÒ

ÚÁ 1

i + p + v

= 4; 5 ÞÁÓÁ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. œ ĂÒÅÛÅÎÉÉĄ ÏÛÉÂÏË ÎÅÔ, ÎÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ, ÒÁÂÏÔÁÑ ŒÔÒÏÅÍ, ÍÁÌØÞÉËÉ ÐÏÔÒÁÔÑÔ ÎÁ ÐÏËÒÁÓËÕ ÚÁÂÏÒÁ ÂÏÌØÛÅ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÞÅÍ éÇÏÒØ É ðÁÛÁ, ÒÁÂÏÔÁÑ ŒÄŒÏÅÍ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØ œÏÌÏÄÉ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÞÉÓÌÁ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÄÏÂÒÁÎÙ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏ.

ë ÔÁËÏÍÕ ÖÅ ŒÙŒÏÄÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÊÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÔØ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ: i = 5 36 ; p = 1 9 ; v = − 1 36 . ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

œÍÅÓÔÏ ŒÙŒÏÄÁ Ï ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (Œ ÃÅÌÏÍ) ÕËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁÄÏ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÏÄÎÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ | 8 ÂÁÌÌÏŒ äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ v < 0, ÎÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÎ ŒÙŒÏÄ | 8 ÂÁÌÌÏŒ îÁÊÄÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÕÓÌÏŒÉÅÍ É ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÎÏ ÓÄÅÌÁÎ ÎÅŒÅÒÎÙÊ ŒÙŒÏÄ ÏÂ ÏÛÉÂÏÞÎÏ- ÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ | 4 ÂÁÌÌÁ

6. (ðÒÅÄÌÏÖÉÌ | ä. ûÎÏÌØ) ĂôÅÏÒÅÍÁĄ. åÓÌÉ ŒÎÕÔÒÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ áœóD ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ë, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ áœë, œóë, óDë É áDë ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ.

ĂäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏĄ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØ- ÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ĂìÅÍÍÁĄ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ á ŒÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ œ É ó, Á ÔÏÞËÁ í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ œó. ôÏÇÄÁ ÌÕÞ áí ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË ë, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ áœë É áóë | ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ.

ĂäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙĄ.

I. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ë ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÕÞÕ áí, ÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ. œÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:

1) ôÏÞËÁ í ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ á É ë (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

ôÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚËÉ áí É ëí ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÄÉÁÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ

òÉÓ. 1

áœó É œóë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ÄÅÌÑÔ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÏÐÏ- ÌÁÍ. ðÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áœë ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ áœí É œíë, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áëó ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ áóí É óíë. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ áœë É áóë | ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ.

2) ôÏÞËÁ ë ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ á É í, ÔÏÇÄÁ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÍÍÕ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ.

3) åÓÌÉ ÔÏÞËÉ í É ë ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. II. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ ë ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ áœë

òÉÓ. 2

É áóë | ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ë ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÌÕÞÅ áí. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÌÕÞ áë ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË œó Œ ÔÏÞËÅ L, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ÔÏÞËÏÊ í | ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ œó (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, œL < Ló. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áœL ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áóL, Á ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ œëL ÍÅÎØ- ÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ óëL. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áœë ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áóë, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÛÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.

óÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ë ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ á É L ÉÌÉ ÖÅ ë ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ L ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ËÁË É Œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ.

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÐÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË áœóD É ÐÒÏŒÅÄÅÍ ÅÇÏ

òÉÓ. 3

ÄÉÁÇÏÎÁÌØ œD (ÓÍ. ÒÉÓ. 3). ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ áœë É áDë ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ, ÔÏÞËÁ ë ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÌÕÞÅ áí, ÇÄÅ í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ œD. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ ë ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ É ÎÁ ÌÕÞÅ óí, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ë ÄÏÌÖÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÉÈ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | Ó ÔÏÞËÏÊ í.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ë ÄÏÌÖÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÓÅ- ÒÅÄÉÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ áó. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ áœóD ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍ- ÍÏÍ ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. 1) õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ĂÔÅÏÒÅÍÙĄ ÎÅŒÅÒÎÏ. ëÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÏÉÄ áœóD (ÓÍ. ÒÉÓ.), ÇÄÅ K | ÓÅ- ÒÅÄÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ áó. œ ÔÁËÏÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ △áœó = △áDó, Á ÏÔÒÅÚËÉ BK É DK | ÍÅÄÉÁÎÙ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

2) õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ĂÌÅÍÍÙĄ ÔÁËÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.

õËÁÚÁÎÎÏÅ çíô ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ: ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÔÒÅ- ÚÏË áí, É ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ á ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ œó (ÓÍ. ÒÉÓ.).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÔÁÎÅÔ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ĂðÕÓÔØ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ á ŒÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ œ É ó, Á ÔÏÞËÁ í | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ œó. ôÏÇÄÁ ÌÕÞ áí ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË ë, ÌÅÖÁÝÉÈ ŒÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ á É ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ áœë É áóë | ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉĄ.

3) ĂäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙĄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÅ ÏÛÉÂËÉ. ðÅÒŒÁÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ë ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ŒÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ. üÔÕ ÏÛÉÂËÕ ÍÏÖÎÏ ĂÕÓÔÒÁÎÉÔØĄ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁŒ ÌÅÍÍÕ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ. œÔÏÒÁÑ ÏÛÉÂËÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÕÓÔÒÁÎÑ- ÅÔÓÑ. œÏ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ĂÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁĄ, Œ ËÏÎÃÅ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ĂóÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ë ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ á É L ÉÌÉ ÖÅ ë ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ L ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ËÁË É Œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉĄ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ) ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ĂÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áœL ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áóL, Á ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ œëL ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ óëLĄ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ áœë ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ áóë (ÓÍ. ÒÉÓ.), É ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ (ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Á < b É Ó < d, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Á − Ó < b − d).

4) ĂäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏĄ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÏÛÉÂËÕ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÌÕÞÁÈ áí É óí ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÔÏÞËÏÊ í. œÏÚÍÏÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÌÕÞÉ áí É óí ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ ë ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÂÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÌÕÞÅÊ áí É óí, ÞÔÏ É ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÄÅÌØÔÏÉÄÅ.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

ïÂÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÁÓØ ÐÏ ÞÅÔÙÒÅÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍ: 1) ÕËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ĂÔÅÏÒÅÍÁĄ ÎÅŒÅÒÎÁ É ÐÒÉŒÅÄÅÎ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ | 3 ÂÁÌÌÁ 2) ÕËÁÚÁÎÁ ÏÛÉÂËÁ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ | 2 ÂÁÌÌÁ 3) ÕËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ĂÌÅÍÍÁĄ ÎÅŒÅÒÎÁ É ÏÂSSÑÓÎÅÎÏ ÐÏÞÅÍÕ | 3 ÂÁÌÌÁ 4) ÕËÁÚÁÎÁ ÏÛÉÂËÁ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ | 2 ÂÁÌÌÁ

7. (ðÒÅÄÌÏÖÉÌ | œ. çÕÒÏŒÉÃ) îÁ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÕÞÅÎÉËÁÍ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ: ĂðÅÔÑ ŒÙÐÉÓÁÌ ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ 2^8 · 3^{10}. ëÁÖÄÙÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÂÏÌØÛÉÊ 1, ÏÎ ÓÏÅÄÉÎÉÌ ÌÉÎÉÅÊ. óËÏÌØËÏ ÌÉÎÉÊ ÎÁÒÉÓÏŒÁÌ ðÅÔÑ?Ą. ðÒÉŒÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÕÞÅÎÉËÏŒ. ïÃÅÎÉÔÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ É ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ. õËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÏÛÉÂËÉ É ÎÅÄÏÞÅ- ÔÙ. òÅÛÅÎÉÅ óÁÛÉ. œÓÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ðÅÔÉÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 9 · 11 = 99 (ÄŒÏÊËÁ ÍÏÖÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ 0 ÄÏ 8, Á ÔÒÏÊËÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ 0 ÄÏ 10). åÓÌÉ ÉÈ ŒÓÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÌÉÎÉÑÍÉ, ÔÏ ŒÓÅÇÏ ÌÉÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

99 · 98 2 . ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÌÉÎÉÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛÎÉÍÉ. ìÉÛÎÉÅ ÌÉÎÉÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÐÁÒÙ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÁËÉÅ ÐÁÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÉÓÌÁ, Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÄŒÏÊËÁ, Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÔÒÏÊËÁ. ôÏ ÅÓÔØ, ÞÉÓÌÁ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÄŒÏÊËÉ, Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÔÒÏÊËÉ. óÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊËÉ | ÜÔÏ 1, 2, : : : , 2^8 | ŒÓÅ-

ÇÏ 9 ÛÔÕË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÔÒÏÊËÉ | 11 ÛÔÕË. œÓÅÇÏ ÐÁÒ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ 9 · 11 = 99. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅÇÏ ÌÉÎÉÊ ÂÕÄÅÔ

99 · 98 2 − 99 = 99 · 48 = 4752.

òÅÛÅÎÉÅ áÌÅÎÙ. îÁÒÉÓÕÅÍ ËÒÕÇÉ üÊÌÅÒÁ. œ ÐÅÒŒÙÊ ËÒÕÇ ÐÏÍÅÓÔÉÍ ŒÓÅ ÔÅ ÉÚ ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 2, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ | ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 3. ôÏÇÄÁ ŒÓÅÇÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËÒÕÇÅ ÂÕÄÅÔ 8 · 11 = 88 ÞÉÓÅÌ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ËÒÕÇÅ 9 · 10 = 90 ÞÉÓÅÌ, Á Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ËÒÕÇÏŒ 8·10 = 80 ÞÉÓÅÌ. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËÒÕÇÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÉÎÉÅÊ | ÉÔÏÇÏ Œ ÎÅÍ 88 · 87 2 ÌÉÎÉÊ.

é ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ËÒÕÇÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÉÎÉÅÊ | ÉÔÏÇÏ Œ ÎÅÍ 90 · 89 2 ÌÉÎÉÊ. ôÅ ÌÉÎÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ËÒÕÇÏŒ, ÍÙ ÐÏÓÞÉÔÁÌÉ ÄŒÁÖÄÙ. ìÉÎÉÊ, ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÙÈ ÄŒÁÖÄÙ, ÂÕÄÅÔ 80 · 79 2 . ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅÇÏ ÌÉÎÉÊ ÂÕÄÅÔ 44 · 87 + 45 · 89 − 40 · 79 = 4673.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. òÅÛÅÎÉÅ áÌčÎÙ | ŒÅÒÎÏÅ. œ ÒÅÛÅÎÉÉ óÁÛÉ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÏÛÉÂËÉ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÒÉ ÐÏÄÓÞÅÔÅ ÌÉÎÉÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊËÉ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÔÒÏÊËÉ ÏÎ ÐÏÓÞÉÔÁÌ ÌÉÎÉÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ 2^0 = 1 É 3^0 = 1, Á ËÁÖÄÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÙÐÉÓÙŒÁÌÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ (É ÜÔÏ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÏÛÉÂËÁ!), óÁÛÁ, ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÑ ĂÌÉÛÎÉÅĄ ÌÉÎÉÉ, ĂÚÁÂÙÌĄ ÐÒÏ ÌÉÎÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ 1 Ó ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÅÌÑÝÉÍÉÓÑ É ÎÁ 2 É ÎÁ 3 (ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÉÉ ÎÅ ÂÙÌÉ ÐÒÏŒÅÄÅÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÔÁËÖÅ ÎÕÖÎÏ ÕÞÅÓÔØ).

ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ĂÌÉÛÎÉÈĄ ÌÉÎÉÊ Œ óÁÛÉÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ. þÉÓÅÌ, ÄÅÌÑ- ÝÉÈÓÑ É ÎÁ 2 É ÎÁ 3 ÂÕÄÅÔ 8·10 = 80 (ÄŒÏÊËÁ ÍÏÖÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ 1 ÄÏ 8, Á ÔÒÏÊËÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ 1 ÄÏ 10). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ĂÌÉÛÎÉÈĄ ÌÉÎÉÊ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, 98 + 80 = 178. üÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ É ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ŒÙÞÅÓÔØ óÁÛÁ ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÌÉÎÉÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ðÅÔÑ ÎÁÒÉÓÏŒÁÌ

99 · 98 2 − 178 = 4673 ÌÉÎÉÊ. üÔÏÔ ÏÔŒÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÔŒÅÔÏÍ áÌčÎÙ.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

œÅÒÎÏ ÕËÁÚÁÎÙ ÏÛÉÂËÉ Œ óÁÛÉÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ, Á ÒÅÛÅÎÉÅ áÌÅÎÙ ÎÉËÁË ÎÅ ÏÃÅÎÅÎÏ | 6 ÂÁÌÌÏŒ œÅÒÎÏ ÕËÁÚÁÎÁ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÏÛÉÂËÁ Œ óÁÛÉÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ, ÎÏ ÐÒÉ ÅÅ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÄÏÐÕÝÅÎÁ ÎÏŒÁÑ ÏÛÉÂËÁ, ÉÚ-ÚÁ ÞÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ áÌÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ ÎÅŒÅÒÎÙÍ | 3 ÂÁÌÌÁ õËÁÚÁÎÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÏÛÉÂËÁ Œ óÁÛÉÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ | 2 ÂÁÌÌÁ

8. (ðÒÅÄÌÏÖÉÌ | á. âÌÉÎËÏŒ) 1) äÌÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Œ 10 ËÌÁÓÓÅ ÐÏ ÔÅÍÅ ĂòÅÛÅÎÉÅ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒĄ ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ É ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ É ÔÏÞËÉ. úÁÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÔÏÍ ŒÉÄÅ, Œ ËÁËÏÍ œÙ ÂÙ ÈÏÔÅÌÉ ÅÇÏ ÕŒÉÄÅÔØ Œ ÒÁÂÏÔÅ œÁÛÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ. 2) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÅÝÅ ÔÒÉ ÒÁŒÎÏÃÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÑ (ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÒčÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ), ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÉÈ, É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ Ë ÎÉÍ ÏÔŒÅÔÙ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. 1) îÁÐÒÉÍÅÒ, ĂòÅÛÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (x − 1)(x + 1)^2 ⩾ 0, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÅÔÏÄ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒĄ. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÆÏÒÍÌÅÎÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) = (x−1)(x+1)^2. ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ R, ÔÁË ËÁË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ; f(x) = 0 ⇔ x = −2 ÉÌÉ x = 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÎÁËÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ ÅÅ ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÓÔŒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ.). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(x) ⩾ 0 ÐÒÉ x = −2 ÉÌÉ x ⩾ 1. ïÔŒÅÔ: {−2} ∪ [1; +∞). 2) (x + 1)^2(x − 2) ⩾ 0. ïÔŒÅÔ: {−1} ∪ [2; +∞).

(x + 2)(x − 1)^2 ⩽ 0. ïÔŒÅÔ: (−∞; −2] ∪ {1}. (x − 2)^2(x + 1) ⩽ 0. ïÔŒÅÔ: (−∞; −1] ∪ {2}.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

ïÂÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÁÓØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ: 1) ÐÒÉÄÕÍÁÎÏ ÚÁÄÁÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ | 4 ÂÁÌÌÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ ÐÏÌÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ | 3 ÂÁÌÌÁ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÎÉÍÁÌÓÑ 1 ÂÁÌÌ) 2) ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÅÝÅ ÔÒÉ ÒÁŒÎÏÃÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÎÉÑ É ŒÅÒÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ Ë ÎÉÍ | 3 ÂÁÌÌÁ

9. (ðÒÅÄÌÏÖÉÌ | ä. ûÎÏÌØ) œÌÁÄÉÍÉÒ éŒÁÎÏŒÉÞ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÕÞÅÎÉËÁÍ 11 ËÌÁÓÓÁ ÚÁÄÁÞÕ ÉÚ ŒÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÏŒ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ œõúÏŒ: ĂðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ √ x^2 + y^2+ √ (x − 2)^2 + (y − 2)^2 + √ (x − a)^2 + (y − a)^2 = 2a ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ?Ą.

ïÄÎÁËÏ ÕÞÅÎÉËÉ ÎÅ ÓÍÏÇÌÉ Åč ÒÅÛÉÔØ, É ÄÁÖÅ ÎÅ ÐÒÉÂÌÉÚÉÌÉÓØ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ. ôÏÇÄÁ ÕÞÉÔÅÌØ ÓËÁ- ÚÁÌ: ĂðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÜÔÕ ÓÌÏÖÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÒÅÛÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ, É ÔÏÇÄÁ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ŒÙ ÔÏÖÅ ÓÐÒÁŒÉÔÅÓØĄ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÒÁÚÄÁÌ ÒÅÂÑÔÁÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÐÉÓÏË ŒÓÐÏÍÏ- ÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

1) úÁÐÉÛÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ (ÎÁ œÁÛ ŒÚÇÌÑÄ) ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. 2) óÏÓÔÁŒØÔÅ ÓÐÉÓÏË ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. 1) ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ í(È; Õ) ÄÏ ÔÏÞÅË ï(0; 0), á(2; 2) É œ(Á; Á) (ÓÍ. ÒÉÓ.). éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ ïá, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ 2 √ 2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 2a ⩾ 2 √ 2. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ í ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ïá É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏ ÔÏÞËÉ œ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ í É œ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Á, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ: a = √ 2. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ œ( √ 2; √ 2) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ïá, ÐÏÜÔÏÍÕ ( √ 2; √ 2) ÂÕÄÅÔ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ïÔŒÅÔ: ÐÒÉ Á = √ 2. 2) œ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÍ ÓÐÉÓËÅ ÚÁÄÁÞ, ÎÁ ÎÁÛ ŒÚÇÌÑÄ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ Œ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔÒÁÖÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÉÄÅÉ:

Á) ÐÅÒÅŒÏÄ ÔÅËÓÔÁ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË;

Â) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ íá + íœ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ í ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ áœ; Œ) ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÄŒÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÔÒÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ;

Ç) ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ; Ä) ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÏÌÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ Á Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

ðÒÉŒÏÄÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÐÉÓËÏŒ.

1. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎ ÏÔÒÅÚÏË áœ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ 1, É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ í. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏŒ áí É œí?

2. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ ï(0; 0), á(3; 4) É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ í. á) ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏŒ ïí É áí? â) çÄÅ ÄÏÌÖÎÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÔÏÞËÁ í, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÐÒÉÎÉÍÁÌÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ? 3. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ: √ x^2 + y^2 + √ (x − 3)^2 + (y − 4)^2 = 2 √ 5. 4. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÔÏÞËÁ ó(2; 3) ÏÔÒÅÚËÕ áœ, ÅÓÌÉ á(1; 1) É œ(101; 201)? 5. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ ï(0; 0), á(5; 10), œ(2; 4), É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ í (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË). çÄÅ ÄÏÌÖÎÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÔÏÞËÁ í, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ïí + áí + œí ÂÙÌÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ? 6. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ b ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ √ x^2 + y^2 + √ (x − 1)^2 + (y − 1)^2 + √ (x − 2)^2 + (y − 2)^2 = b ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ? îÁÊÄÉÔÅ ÉÈ.

ëÒÉÔÅÒÉÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ:

ïÂÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÁÓØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ: 1) ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÐÏÌÎÏÅ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ | 5 ÂÁÌÌÏŒ 2) ÚÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ Œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍ ÓÐÉÓËÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÉÄÅÊ | ÐÏ 1 ÂÁÌÌÕ

œÁÒÉÁÎÔ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÌÉ: á. âÌÉÎËÏŒ, á. çÏÒÓËÁÑ, œ. çÕÒÏŒÉÃ, á. éŒÁÎÉÝÕË, á. íÑËÉÛÅŒ, á. èÁÞÁÔÕÒÑÎ, ä. ûÎÏÌØ.