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Числа Бернулли, змеи, дзета-функция

◁ Определение чисел Бернулли состоит в том, что
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Задача 5.1. Докажите, что 𝐵2𝑙+1 = 0 при 𝑙 > 0.

Задача 5.2. Найдите радиус сходимости ряда
∑︁

𝐵𝑚
𝑡𝑚

𝑚!
. Что это говорит про асимп-

тотику чисел |𝐵𝑚| при 𝑚 → ∞?

Задача 5.3. Выразите коэффициенты разложения в ряд функции а) 𝑡 ctg 𝑡; б) tg 𝑡
через числа Бернулли1.
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Задача 5.4. Докажите, что тангенс является экспоненциальной производящей функ-
цией последовательности целых чисел. Что это говорит про знаменатель числа 𝐵𝑚?

◁ Следующая задача объясняет комбинаторный смысл этой последовательности целых чисел.

Задача 5.5. Треугольник Эйлера–Бернулли 𝐸𝑘
𝑛 задается рекуррентой 𝐸𝑘
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𝑛 +𝐸𝑛−𝑘
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и начальным условем 𝐸0
0 = 1 (𝐸𝑘

𝑛 = 0 при 𝑘 > 𝑛, 𝑘 < 0).
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а) Докажите, что 𝐸𝑛 := 𝐸𝑛
𝑛 =

∑︀
𝑘 𝐸

𝑘−1
𝑛−1 есть количество «змей длины 𝑛» — таких пере-

становок, что 𝜎(1) < 𝜎(2) > 𝜎(3) < . . . ≶ 𝜎(𝑛), и объясните, какой характеристике
змеи соответствует число 𝑘.

(Например, 𝐸3 = |{132, 231}| = 2, 𝐸4 = |{1324, 1423, 2314, 2413, 3412}| = 5.)

б) Докажите комбинаторно, что
∑︁
𝑖

(−1)𝑖
(︂

2𝑙 + 1

2𝑖

)︂
𝐸2𝑙+1−2𝑖 = (−1)𝑙.

(Рассмотрите перестановки, т. ч. 𝜎(1) < . . . < 𝜎(2𝑖) и 𝜎(2𝑖+ 1) < 𝜎(2𝑖+ 2) > . . . > 𝜎(2𝑙 + 1).)

в) Найдите экспоненциальную производящую функцию чисел 𝐸2𝑙+1.
г*) Найдите экспоненциальную производящую функцию чисел 𝐸2𝑙.

(продолжение на обороте)
1Для тех, кто совсем забыл школьную тригонометрию: tg 𝑥 = ctg 𝑥− 2 ctg(2𝑥).
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◁ Напомним (см. задачу 2.7), что в треугольнике Эйлера стоят числа 𝐸(𝑛,𝑚) — количества
перестановок 𝑛 элементов с ровно 𝑚 подъемами.
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Задача 5.6*. Докажите комбинаторно, что знакопеременная сумма строки тре-
угольника Эйлера равна 𝐸2𝑙+1. Выведите отсюда, что если понимать 𝜁(−𝑚) “по
Эйлеру”, то

𝜁(−𝑚) = −𝐵𝑚+1

𝑚 + 1
.

(Ср. с 1𝑚 + 2𝑚 + . . . + (𝑁 − 1)𝑚 =
(𝐵 + 𝑁)𝑚+1 −𝐵𝑚+1

𝑚 + 1
.)

◁ Числа Бернулли связаны и со значениями 𝜁-функции в целых положительных точках.

Задача 5.7. а) Многогранник в R𝑚 задан неравенствами 0 6 𝑥1 6 𝑥2 6 . . . 6 𝑥𝑚 6 1.
Найдите его объем.

б) Многогранник Π2𝑙 задан в пространстве с координатами 𝜑1, . . . , 𝜑2𝑙 неравенствами
𝜑1 > 0 , . . . , 𝜑2𝑙 > 0, а также 𝜑1 + 𝜑2 6 𝜋/2, 𝜑2 + 𝜑3 6 𝜋/2, . . . , 𝜑2𝑙 + 𝜑1 6 𝜋/2.
Выразите его объем через число змей подходящей длины.

Задача 5.8. а) Докажите, что
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(указание: 𝑥1 = sin𝜑1/ cos𝜑2, 𝑥2 = sin𝜑2/ cos𝜑3, . . . — ср. с заменой 𝑥 = sin𝜑/ cos𝜑,
вычисляющей интеграл функции (1 + 𝑥2)−1).

б) Выведите из предыдущего пункта, что

𝜁(2𝑙) = (−1)𝑙+1𝐵2𝑙(2𝜋)2𝑙

2(2𝑙)!
.

◁ Мы связали значения дзета-функции в точке 𝑠 = 2𝑙 и точке 𝑠 = 1 − 2𝑙 с одним и тем же
комбинаторным объектом — змеями длины 2𝑙+1. Ср. с обнаруженным Эйлером и доказанным
Риманом равенством

𝜁(𝑠) = 2𝑠𝜋𝑠−1 sin
(︁𝜋𝑠
2

)︁
Γ(1− 𝑠) 𝜁(1− 𝑠).


