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5�1. à) Äîêàæèòå, ÷òî Σ(S1 × S1) ' S2 ∨ S2 ∨ S3.

á) ×åìó ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî Σ(X × Y )?

5�2*. Ïóñòü A ⊂ X �ðåêòðàêò. Äîêàæèòå, ÷òî ΣX ' Σ(X/A) ∨ ΣA.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

. Âñå ïðîñòðàíñòâà ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàþòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûìè. Ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé
âàí Êàìïåíà â ýòîì ëèñòêå íåëüçÿ.

5�3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåòåëü (â òî÷êå x0) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
à) åñëè ϕ ∼ ϕ′ è ψ ∼ ψ′, òî ϕψ ∼ ϕ′ψ′,

á) (ϕψ)χ ∼ ϕ(ψχ) äëÿ ëþáûõ ïåòåëü ϕ, ψ, χ,

â) åñëè ε � ïîñòîÿííàÿ ïåòëÿ, ò.å. ε(t) = x0 ïðè 0 6 t 6 1, òî ϕε ∼ εϕ ∼ ϕ äëÿ ëþáîé

ïåòëè ϕ,

ã) äëÿ ïåòëè ϕ îïðåäåëèì ïåòëþ ϕ êàê ϕ(t) = ϕ(1− t); òîãäà ϕϕ ∼ ϕϕ ∼ ε.

5�4. Îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y ãîìîòîïíû è òàêîâû, ÷òî f(x0) = g(x0) = y0. Âåðíî ëè,

÷òî f∗ = g∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0)?

5�5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà CW -êîìïëåêñà îïðåäåëÿåòñÿ åãî 2-îñòî-

âîì, ò. å. π1(X) = π1(X
(2)).

á) Âëîæåíèå X(1) ↪→ X èíäóöèðóåò ñþðúåöèþ π1(X
(1))→ π1(X).

â) Âû÷èñëèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ñôåðû ñ äèàìåòðîì.

. Ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ çâ¼çäíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ X, ÷òî
äëÿ âñåõ x ∈ X îòðåçîê ñ êîíöàìè x0, x öåëèêîì ëåæèò â X.

5�6. Ïóñòü X � çâ¼çäíîå ìíîæåñòâî, òîãäà π1(X) = 0. Â ÷àñòíîñòè, π1(Rn) = π1(D
n) = 0.

5�7. Âû÷èñëèòå ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó à) Sn, á*) RPn, â) CPn.

5�8. à) Äîêàæèòå, ÷òî R íå ãîìåîìîðôíî Rn ïðè n 6= 1. á) Òî æå ñàìîå äëÿ R2.

5�9. Äîêàæèòå, ÷òî π1(X × Y ) = π1(X)× π1(Y ).

5�10. à) Âû÷èñëèòå π1(T 2). á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíîòîðèå íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîþ ãðà-

íèöó.

5�11. à) Ïóñòü M �ëåíòà Ì¼áèóñà. Âû÷èñëèòå π1(M).

á) Äîêàæèòå, ÷òî ëåíòà Ì¼áèóñà íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîþ ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü.

5�12 (Òåîðåìà Áîðñóêà-Óëàìà). Ïóñòü f : S2 → R2 �íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ S2, ÷òî f(x) = f(−x).

5�13. Ñôåðà ïîêðûòà òðåìÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Òîãäà õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñîäåð-

æèò ïàðó äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê.

5�14. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå áóêåòà èç òð¼õ îòðåçêîâ â ñåáÿ

èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

. Òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî G ñ çàäàííîé íà í¼ì ñòðóêòóðîé ãðóï-

ïû, äëÿ êîòîðîé îòîáðàæåíèÿ óìíîæåíèÿG×G (g,h) 7→gh−−−−−→ G, è âçÿòèÿ îáðàòíîãîG
g 7→g−1

−−−−→ G,
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

5�15. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû àáåëåâà.


