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Ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû

11�1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî X ëèíåéíî ñâÿçíî, ëþáîé ïóòü èç èç x0 â x1 çàäà¼ò

èçîìîðôèçì ìåæäó πn(X, x0) è πn(X, x1), êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî

êëàññà ïóòè (ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàì è íà÷àëîì).

Óêàçàíèå. Ïîñòðîéòå è èñïîëüçóéòå îòîáðàæåíèå ω : Sn → Sn ∨ I.

11�2. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p : (X̃, x̃0) → (X, x0) � íàêðûòèå, òî èíäóöèðîâàííîå îòîá-

ðàæåíèå p∗ : πn(X̃, x̃0)→ πn(X, x0) � èçîìîðôèçì ïðè n > 2.

á) Ïóñòü Γ� ãðàô. Äîêàæèòå, ÷òî πn(Γ) = 0 ïðè n > 2.

11�3. Íàéäèòå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû êðåíäåëÿ (ñôåðû ñ äâóìÿ ðó÷êàìè).

11�4 (5-ëåììà). Ðàññìîòðèì êîììóòèòèâíóþ äèàãðàììó ãðóïï è ãîìîðôèçìîâ
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ñ òî÷íûìè ñòðîêàìè. Òîãäà à) åñëè f2 è f4 � ìîíîìîðôèçìû, à f1 � ýïèìîðôèçì, òî f3 �

ìîíîìîðôèçì;

á) åñëè f2 è f4 � ýïèìîðôèçìû, à f5 � ìîíîìîðôèçì, òî f3 � ýïèìîðôèçì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f1, f2, f4, f5 � èçîìîðôèçìû, òî è f3 � èçîìîðôèçì.

11�5. Ââåäèòå îòîáðàæåíèÿ è äîêàæèòå òî÷íîñòü ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òðîéêè (X,A,B) (ãäå A ⊂ B ⊂ X):

. . .
∂−→ πn(A,B, x0)

i∗−→ πn(X,B, x0)
j∗−→ πn(X,A, x0)

∂−→ πn−1(A,B, x0)
i∗−→ . . .

. . .
i∗−→ π1(X,B, x0)

j∗−→ π1(X,A, x0)

11�6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà à) S2 è S3 × CP∞, á) Sn × RPm è RPn × Sm ïðè

m,n > 2 èìåþò îäèíàêîâûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû.

Óêàçàíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî π2(CP∞) ∼= Z è πk(CP∞) = 0 ïðè k 6= 2.

11�7. Äîêàæèòå, ÷òî πn(ΩX) ∼= πn+1(X) äëÿ ëþáîãî X ïðè n > 0.

11�8*. Äîêàæèòå, ÷òî ΩCP∞ ' S1.

11�9. Äîêàæèòå 3-ìåðíóþ òåîðåìó Áðàóýðà: ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : D3 → D3

èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.


