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Ëèñòîê 1.

Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F íà èíòåðâàëå (a, b) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé èëè íåîïðåäåëåííûì

èíòåãðàëîì ôóíêöèè f , åñëè F ′ = f . Äàëåå îáîçíà÷àåì F =

∫
f(x) dx. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà

ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ êîíñòàíòû.
Çàäà÷à 1. Ðàñêëàäûâàÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè óêàæèòå àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðàöèî-

íàëüíîé ôóíêöèè. Íàéäèòå

∫
1

1 + x4
dx.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c èíòåãðàë∫
ax2 + bx+ c

x3(x− 1)2
dx

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé?
Ïóñòü g(x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì g(x, y) = 0, íàçûâàåòñÿ ðàöèî-

íàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé x = x(t) è y = y(t) òàêàÿ, ÷òî g(x(t), y(t)) = 0 äëÿ
âñåõ t êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà è äëÿ âñåõ òî÷åê êðèâîé (x0, y0) êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò t0, äëÿ
êîòîðîãî x(t0) = x0 è y(t0) = y0.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâûõ

x2 + y2 = 1, x2 − y2 = 1, x3 + y3 − xy = 0, x3 + y3 − x2 = 0.

Îáúÿñíèòå êàê íàéòè ïåðâîîáðàçíûå∫
R(x,

√
1− x2) dx,

∫
R(x,

√
x2 − 1) dx,

∫
R(x,

√
1 + x2) dx,

∫
R(x,

3
√

x2 − x3) dx,

ãäå R � ïðîèçâîëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì ax2+bxy+cy2+dx+ey+f = 0, ÿâëÿåòñÿ

ðàöèîíàëüíîé.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ xn + yn = 1 ïðè n ≥ 3 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé.
Ïóñòü g(x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Òî÷êà (x0, y0) êðèâîé g(x, y) = 0 íàçûâàåòñÿ îñîáîé

òî÷êîé êðàòíîñòè k ≥ 2, åñëè ïîñëå çàìåíû u = x− x0, v = y − y0 ó ìíîãî÷ëåíà g̃(u, v) = g(u+ x0, v + y0)
íåò ÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ k − 1.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü g � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n = 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ñîîòâåòñòâóþùåé
êðèâîé åñòü îñîáàÿ òî÷êà êðàòíîñòè 2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Ïîïðîáóéòå îáîáùèòü
ýòó çàäà÷ó íà ñëó÷àé n ≥ 4.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå

∫
sinx

cosx+ 3 sinx
dx,

∫
xnex dx,

∫
sinn x dx,

∫
1

1 + ex
dx.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü G =

∫
g(y) dy è F =

∫
f(x) dx íà (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ g(y)y′ = f(x) íà èíòåðâàëå (a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G(y(x)) =
F (x) + C äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) è íåêîòîðîãî C. Ðåøèòå óðàâíåíèå y′ = λy.

Çàäà÷à 9. (Îñòûâàíèå ÷àéíèêà) Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ñêîðîñòü îñòûâàíèÿ ÷àéíèêà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàç-
íîñòè åãî òåìïåðàòóðû è òåìïåðàòóðû âîçäóõà, âûâåäèòå çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû ÷àéíèêà îò âðåìåíè
è îöåíèòå âðåìÿ åãî îñòûâàíèÿ äî êîìíàòíîé òåìïåðàòóðû.

Çàäà÷à 10. (Âîäÿíûå ÷àñû) Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ âîäû èç íåáîëüøîãî îòâåðñòèÿ íà äíå
ñîñóäà äîñòàòî÷íî òî÷íî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå 0, 6

√
2gH, ãäå g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, à

H � âûñîòà óðîâíÿ âîäû íàä îòâåðñòèåì. Êàêóþ ôîðìó äîëæåí èìåòü ñîñóä, ÿâëÿþùèéñÿ òåëîì âðàùåíèÿ,
÷òîáû ïðè ñòå÷åíèè èç íåãî âîäû óðîâåíü âîäû ïîíèæàëñÿ ðàâíîìåðíî?
Òåîðåìà ËèóâèëëÿÏóñòü f è g ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ïðè÷åì ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ òîæäå-

ñòâåííûì íóëåì, à ôóíêöèÿ g íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Èíòåãðàë∫
f(z)eg(z) dz

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïîëþ, ïîëó÷åííîìó ïîñëå-
äîâàòåëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî íàáîðà àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
èëè ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíòàìè èëè ëîãàðèôìàìè ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åííûõ íà ïðåäû-
äóùèõ øàãàõ ðàñøèðåíèÿ èñõîäíîãî ïîëÿ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ
ôóíêöèÿ a, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f = a′ + ag′.

Çàäà÷à 11. Ïðîâåðüòå, ÷òî èíòåãðàë îò ez
2

íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.
Çàäà÷à 12. Ïðîâåðüòå, ÷òî èíòåãðàë îò ez/z íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.
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