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Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ñòåïåíü ñëåäóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íàä Q:
a◦)
√
2 +
√
3;

b)
√
2 +
√
3 +
√
5;

c◦)
√
2 + 3
√
3;

d) 12
√
1 (ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü);

e) n
√
2.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü f ∈ k[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3 íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè
íîëü, à K � ïîëå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f íàä k.

a◦)Äîêàæèòå, ÷òî [K : k] = 3 èëè 6.
Ïóñòü α1, α2, α3 ∈ K � êîðíè f , à δ = (α1 − α2)(α2 − α3)(α3 − α1). Äîêàæèòå, ÷òî

b) δ2 ∈ k,

c◦) δ ∈ k⇐⇒ [K : k] = 3.

d)Ïóñòü f(x) = x3 + px+ q. Âûðàçèòå δ ÷åðåç p è q.

e)Êàêîâà ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ x3+x+1, x3− 4x+1, x3− 36x− 72 íàä Q?
Çàäà÷à 3. Ïóñòü p1, . . . , pn > 0 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà.
Ïîëîæèì K = Q[

√
p1, . . . ,

√
pn].

a)Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì σ ïîëÿ K íàä Q òàêîé, ÷òî σ(
√
pi) =

√
pi ïðè

i = 1, . . . , n− 1 è σ(
√
pn) = −

√
pn.

b)Äîêàæèòå, ÷òî [K : k] = 2n. Ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü èíäóêöèåé.

Ïóñòü k ⊂ K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ñëåä trK/k(α) è íîðìà nmK/k(α) ýëåìåíòà α ∈ K
îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñëåä è îïðåäåëèòåëü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà α íà k-âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå K.

Çàäà÷à 4. a)Ïóñòü K = k[α]. Êàê ñâÿçàíû ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α íàä k è õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óìíîæåíèÿ íà α íà k-âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå K?

b)Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ k ⊂ K âûðàçèòå trK/k(α) è nmK/k(α) ÷åðåç
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α íàä k.

c) Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè íîëü ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìà K × K → k: (x, y) 7→ trK/k(xy)
áèëèíåéíà íàä k è íåâûðîæäåíà.


