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Ïðåäñòàâëåíèÿ íàä íåçàìêíóòûìè ïîëÿìè

Âñå ïðåäñòàâëåíèÿ â ýòîì ëèñòêå ñ÷èòàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè.

Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû ñóùåñòâóåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
íàä ëþáûì ïîëåì.

b)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñóùåñòâóþò òàêèå n è ìíîæåñòâî X ⊂ Rn,
÷òî G åñòü ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn, ñîõðàíÿþùèõ X.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü |G| 6= 0 â k, V1, . . . , Vk � âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ G íàä k, ci =
dimk End

G(Vi). a)Äîêàæèòå ôîðìóëó |G| =
∑k

i=1(dimk Vi)
2/ci.

b)Ïîëó÷èòå àíàëîã (äëÿ íåçàìêíóòîãî ïîëÿ) ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà êëàññîâ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé ÷åðåç êîëè÷åñòâî êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòîâ G.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû íàä R èçîìîðôíî ñâîåìó
äâîéñòâåííîìó.

Ïóñòü H � àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ: àëãåáðà íàä R ñ áàçèñîì 1, i, j, k è óìíîæåíèåì i2 = j2 =
k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. Ïóñòü Q = {±1,±i,±j,±k} ⊂ H �
ïîäãðóïïà ïî óìíîæåíèþ.

Çàäà÷à 4. a∗)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R èçîìîðôíà
R,C èëè H. b) Åñëè U � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå G íàä R, òî EndG(U) ∼= R,C èëè H.
Îâåùåñòâëåíèå è êîìïëåêñèôèêàöèÿ. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C, îíî ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì è íàä R, îáîçíà÷èì åãî VR. Ïóñòü U � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R,
ïîëîæèì UC = C⊗R U , ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C.
Ïóñòü äàíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V . Çàáûâàÿ êîìïëåêñíóþ ñòðóê-

òóðó, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå G â VR íàä R. Îáðàòíî, åñëè ρ : G → GL(U) � ïðåäñòàâëåíèå â ïðî-

ñòðàíñòâå U íàä R, òî îïðåäåëåíî ïðåäñòàâëåíèå ρC : G→ GL(UC) â ïðîñòðàíñòâå UC: ρC(g)(z⊗u) =
z ⊗ ρ(g)(u).
Çàäà÷à 5. a)Êàê ñâÿçàíû ðàçìåðíîñòè V è VR? U è UC?

b)Ïóñòü U � âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî (UC)R ∼= U ⊕ U .

c)Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî (VR)C ∼= V ⊕ V ∗.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü U1, U2 � ïðåäñòàâëåíèÿ G íàä R. Òîãäà

HomG(U1, U2)⊗R C ∼= HomG((U1)C, (U2)C).

Çàäà÷à 7. Ïóñòü V � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå G íàä C. Òîãäà ëèáî VR íåïðèâîäèìî
íàä R, ëèáî V èçîìîðôíî ïðåäñòàâëåíèþ âèäà UC, ãäå U � íåïðèâîäèìîå âåùåñòâåííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü U � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íàä R.
a) Åñëè EndG(U) = R, òî UC íåïðèâîäèìî è UC ∼= U∗

C.

b) Åñëè EndG(U) = C, òî UC ∼= V+ ⊕ V−, ãäå ïðåäñòàâëåíèÿ V+ è V− íåïðèâîäèìû íàä C,
íåèçîìîðôíû äðóã äðóãó è (V+)

∗ ∼= V−.

c) Åñëè EndG(U) = H, òî UC ∼= V ⊕ V , ãäå ïðåäñòàâëåíèå V íåïðèâîäèìî íàä C è (V )∗ ∼= V .

d)Ïðèâåäèòå ïðèìåðû êî âñåì òð¼ì ñëó÷àÿì.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû
íàä R îäíîìåðíî èëè äâóìåðíî.

Çàäà÷à 10. Îïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàä R è C äëÿ

a) êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû; b)S3 è S4; c) êâàòåðíèîííîé ãðóïïû Q.


