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Òåíçîðû

Â çàäà÷àõ ýòîãî ëèñòêà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0.
Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî T kV = SkV ⊕ ΛkV ⊕ Ak(V ), ãäå Ak(V ) = ker Alt ∩ ker Sym.
b)Íàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå äëÿ òåíçîðà e1 ⊗ e1 ⊗ e2 + e1 ⊗ e2 ⊗ e4.
c)Êàêîâà ðàçìåðíîñòü Ak(V )?

Äëÿ x ∈ T kV , ξ ∈ T lV ∗ ïðè k > l îïðåäåëèì x ` ξ êàê ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñâ¼ðòêó x ⊗ ξ ïî
(1, 1), (2, 2), . . . , (l, l) èíäåêñàì, ýòî ýëåìåíò T k−lV .
Ïóñòü x ∈ ΛkV .
Çàäà÷à 2. a◦)Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . , vr ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ∀i x ∧ vi = 0 ⇐⇒ x =
v1 ∧ . . .∧ vr ∧ . . .. b◦)Ïóñòü êîâåêòîðû f1, . . . , fr ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ∀i x ` fi = 0⇐⇒
x ∈ Λk(〈f1, . . . , fr〉⊥).
Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò x ∈ ΛkV ðàçëîæèì, åñëè x = v1∧. . .∧vk äëÿ íåêîòîðûõ v1, . . . , vk ∈ V .
Çàäà÷à 3. a◦)Äîêàæèòå, ÷òî 2-âåêòîð x ðàçëîæèì ⇐⇒ x ∧ x = 0.

b)Äîêàæèòå, ÷òî âñå òåíçîðû â Λn−1V ðàçëîæèìû, ãäå n = dimV .
Ðàíãîì x ∈ ΛkV íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå d òàêîå, ÷òî x ∈ ΛkU , ãäå U ⊂ V � d-ìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëèì Annx = {f ∈ V ∗ | x ` f = 0}.
Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî rankx = k ⇐⇒ x ðàçëîæèì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå rankx > k.
b◦)Äîêàæèòå, ÷òî rankx + dim Annx = dimV . c)Êàê ñâÿçàíû ðàíã êîñîñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèöû (aij) è ðàíã 2-âåêòîðà

∑
aijei ⊗ ej? d)Êàêèì ìîæåò áûòü ðàíã 2-âåêòîðà? e)Ïóñòü

x ∈ ΛkV, y ∈ ΛlU . ×åìó ðàâåí ðàíã x ∧ y ∈ Λk+l(V ⊕ U)? Ïðè k = l, ÷åìó ðàâåí ðàíã
x+ y ∈ Λk(V ⊕ U)? f ∗)Êàêèì ìîæåò áûòü ðàíã k-âåêòîðà?
Çàäà÷à 5. a)Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ x`− : V ∗ → Λk−1V è x`− : Λk−1V ∗ → V äâîéñòâåí-
íû äðóã äðóãó (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà). b)Êàê ñâÿçàí ðàíã ýòèõ îòîáðàæåíèé ñ ðàíãîì x?
c)Äîêàæèòå, ÷òî x ðàçëîæèì ⇐⇒ (x ` ξ) ∧ x = 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Λk−1V ∗.
Êâàäðàòè÷íûå óðàâíåíèÿ (x ` ξ) ∧ x = 0, çàäàþùèå ìíîæåñòâî ðàçëîæèìûõ k-âåêòîðîâ,
íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ïëþêêåðà.

Îáîçíà÷èì M := (R/πZ)⊗Z R. Èíâàðèàíòîì Äåíà D(P ) âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P íàçû-
âàåòñÿ ýëåìåíò M , ðàâíûé ∑

e � ðåáðîP

α(e)⊗ l(e),

ãäå α(e) îáîçíà÷àåò äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå e, à l(e) � äëèíó ðåáðà e.
Äâà ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþò ðàâíîñîñòàâëåííûìè, åñëè îäèí ìîæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî
÷àñòåé è èç íèõ ñîñòàâèòü äðóãîé.
Çàäà÷à 6. a)Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî ìíîãîãðàííèêîâ P1, . . . , Pn. Ïî-
êàæèòå, ÷òî D(P ) = D(P1) + . . .+D(Pn).

b)Ïîêàæèòå, ÷òî èíâàðèàíò Äåíà ëþáîãî êóáà ðàâåí íóëþ.

c∗)Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò x⊗ y ∈M ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ π ·Q.
d∗)Ïîêàæèòå, ÷òî èíâàðèàíò Äåíà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà íå ðàâåí íóëþ.
Òåì ñàìûì, ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ðàâíîñîñòàâëåí íèêàêîìó êóáó. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
äâà ìíîãîãîðàííèêà ðàâíîñîñòàâëåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò ðàâíûå îáú¼ìû è
èíâàðèàíòû Äåíà.


