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Òåíçîðíîå óìíîæåíèå

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòå G1 ⊗Z G2, ãäå G1, G2 � öèêëè÷åñêèå àáåëåâû ãðóïïû.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, à M ′ ⊂M è N � R-ìîäóëè.

a)Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå M ′ ⊗N →M ⊗N íå èíúåêòèâíî.

b)Äîêàæèòå, ÷òî (M/M ′)⊗N ∼= (M ⊗N)/(M ′ ⊗N).

Çàäà÷à 3◦. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, M � R-ìîäóëü, à I ⊂ R � èäåàë. Îïðåäåëèì
IM êàê ïîäìîäóëü â M , ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè im, i ∈ I,m ∈M .

a)Äîêàæèòå, ÷òî M ⊗R (R/I) ∼= M/IM .

b)Âñåãäà ëè IM ∼= I ⊗R M?

c)Îïèøèòå R/I ⊗R R/J , ãäå I, J ⊂ R � èäåàëû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü R � êîëüöî,M � ïðàâûé R-ìîäóëü,N � ëåâûé R-ìîäóëü. Òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå M⊗RN îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðãðóïïà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ñ áàçèñîì
em,n,m ∈M,n ∈ N , ïî ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà

em,n1+n2 − em,n1 − em,n2 , em1+m2,n − em1,n − em2,n, ema,n − em,an (a ∈ R).

Çàäà÷à 4. Äàéòå îïðåäåëåíèå M ⊗R N ïðè ïîìîùè óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà (äëÿ ñëó÷àÿ
íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà).
Ïóñòü f : R → S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Êîëüöî S ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê ëåâûé è êàê
ïðàâûé R-ìîäóëü ïðè ïîìîùè óìíîæåíèÿ r ·s := f(r)s, s ·r := sf(r). Êðîìå òîãî, f ïîçâîëÿåò
ðàññìîòðåòü ëþáîé S-ìîäóëü N êàê R-ìîäóëü: r · n := f(r) · n.
Çàäà÷à 5 (Ðàñøèðåíèå ñêàëÿðîâ). Ïóñòü f : R→ S � ãîìîìîðôèçì êîëåö, à M � ëåâûé
R-ìîäóëü. a◦)Ââåäèòå íà S ⊗R M ñòðóêòóðó ëåâîãî S-ìîäóëÿ.

b)Ââåäèòå íà HomR(S,M) ñòðóêòóðó ëåâîãî S-ìîäóëÿ.
Ïóñòü M � ëåâûé R-ìîäóëü, à N � ëåâûé S-ìîäóëü. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçìû

c◦)HomR(M,N) ∼= HomS(S ⊗R M,N); d)HomR(N,M) ∼= HomS(N,HomR(S,M)).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü R, S � êîëüöà, à M � àáåëåâà ãðóïïà. M íàçûâàþò R-S-áèìîäóëåì,
åñëè çàäàíû îòîáðàæåíèÿ l : R×M →M è r : M×S →M , òàêèå ÷òî M åñòü ëåâûé R-ìîäóëü
îòíîñèòåëüíî l, ïðàâûé S-ìîäóëü îòíîñèòåëüíî r è l êîììóòèðóåò ñ r, ò.å. ∀r ∈ R,m ∈M, s ∈
S âåðíî (r ·m) · s = r · (m · s).
Çàäà÷à 6. a)ÏóñòüM1 � S-R1-áèìîäóëü, àM2 � S-R2-áèìîäóëü. Ïðîâåðüòå, ÷òîHomS(M1,M2)
ÿâëÿåòñÿ R1-R2-áèìîäóëåì.

b)Ïóñòü M1 � R1-S-áèìîäóëü, à M2 � S-R2-áèìîäóëü. Ïðîâåðüòå, ÷òî M1 ⊗S M2 ÿâëÿåòñÿ
R1-R2-áèìîäóëåì.

c)Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå, ÷òî òåíçîðíîå óìíîæåíèå ìîäóëåé íàä íåêîììóòàòèâíûìè
êîëüöàìè àññîöèàòèâíî.

Çàäà÷à 7. Òåíçîðû òèïà (1, 2) � ýòî áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ V × V → V , ò.å. óìíîæåíèÿ
íà V . a) Çàïèøèòå äëÿ òåíçîðà

∑
aijkei⊗ ej⊗ ek óñëîâèÿ êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè,

óñëîâèå òîãî, ÷òî e1 � åäèíèöà. b) Çàïèøèòå â êîîðäèíèòàõ òåíçîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå R-
àëãåáðàì C è M2(R). c◦)Îïèøèòå óìíîæåíèå íà R3, çàäàííîå òåíçîðîì∑

σ∈S3

(−1)σeσ(1) ⊗ eσ(2) ⊗ eσ(3).


