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Îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ëèñòêå ìû ðàññìàòðèâàåì âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R ñ ôèêñèðîâàííûì åâêëè-
äîâûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y) = Q(x, y).
Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð F ∈ L(V ) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè (v, u) = (F (v), F (u))
ïðè âñåõ u, v ∈ V . Ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà V îáîçíà÷àåòñÿ O(V ), à ìíîæå-
ñòâî îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà V ñ îïðåäåëèòåëåì 1 îáîçíà÷àåòñÿ SO(V ).

Çàäà÷à 1.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî O(V ) � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Â ÷àñòíîñòè, îðòîãîíàëüíûé
îïåðàòîð íåâûðîæäåí.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî äåòåðìèíàíò îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ðàâåí ±1.
c)Ïóñòü F ∈ L(V ), à A � ìàòðèöà F â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e1, . . . , en.
Ïîêàæèòå, ÷òî îðòîãîíàëüíîñòü îïåðàòîðà F ðàâíîñèëüíà ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) F ïåðåâîäèò e1, . . . , en â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ; 2) âåêòîðû-ñòîëáöû A îðòîãîíàëüíû
è èìåþò äëèíó 1; 3) âåêòîðû-ñòðîêè A îðòîãîíàëüíû è èìåþò äëèíó 1; 4) AT = A−1.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü F ∈ L(V ) � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð.

a)Ïóñòü λ ∈ C � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå F . Ïîêàæèòå, ÷òî |λ| = 1.

b)Ïóñòü U ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîõðàíÿåìîå F . Òîãäà U⊥ òàêæå F -èíâàðèàíòíî.

c)Ïîêàæèòå, ÷òî F äèàãîíàëèçèðóåòñÿ íàä C.
d)Ïîêàæèòå, ÷òî V åñòü ïðÿìàÿ ñóììà F -èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè 1 èëè 2.

Çàäà÷à 3. a)Äîêàæèòå, ÷òî O(R2) ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ âèäà(
cos t − sin t
sin t cos t

)
(ïîâîðîòû) è

(
cos t sin t
sin t − cos t

)
(îñåâûå ñèììåòðèè).

b)Äîêàæèòå, ÷òî SO(R3) ñîñòîèò èç ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî îñåé.

c)Êàê óñòðîåíû îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû â R3 ñ îïðåäåëèòåëåì −1?
Îïðåäåëåíèå 2. Ñîïðÿæ¼ííûì ê îïåðàòîðó F ∈ L(V ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð F ∗ ∈ L(V ),
äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ u, v ∈ V âåðíî (F (v), u) = (v, F ∗(u)).

Çàäà÷à 4. a)Ïîêàæèòå, ÷òî F ∗∗ = F è (F1F2)
∗ = F ∗2F

∗
1 .

b)Ïóñòü F∨ ∈ L(V ∗) � äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå ê F . Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè èçîìîðôèçìå
φ : V → V ∗, êîòîðûé èíäóöèðîâàí Q, îïåðàòîð F ∗ ñîîòâåòñòâóåò F∨, ò.å. F ∗ = φ−1F∨φ.

c)Ïðîâåðüòå: â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà F ∗ åñòü òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà F .

d)Âûðàçèòå ìàòðèöó F ∗ ÷åðåç ìàòðèöó F è ìàòðèöó Q â îáùåì ñëó÷àå.

e)Ïîêàæèòå, ÷òî F îðòîãîíàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ∗ = F−1.

Îïðåäåëåíèå 3. Îïåðàòîð F íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, åñëè F = F ∗.

Î÷åâèäíî, F ñàìîñîïðÿæ¼í ⇐⇒ ìàòðèöà F â îðòîíîðìàëüíîì áàçèñå ñèììåòðè÷íà.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü F ∈ L(V ) � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð.

a◦)Ïóñòü λ ∈ C � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå F . Ïîêàæèòå, ÷òî λ ∈ R.
Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå (X̄)TAX =

∑
x̄iaijxj , ãäå A � ìàòðèöà F â îðòîíîðìàëüíîì áàçèñå, à X ∈ Cn � ñîáñòâåííûé âåêòîð.

b◦)Ïóñòü U ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîõðàíÿåìîå F . Òîãäà U⊥ òàêæå F -èíâàðèàíòíî.

c◦)Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ V èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ F .
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Ïóñòü B � ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V . Îïðåäåëèì ïðèñîåäèí¼ííûé ê B îïå-
ðàòîð K íà V ðàâåíñòâîì B(v, u) = Q(K(v), u) ïðè âñåõ u, v ∈ V . Ïî÷åìó îí ñóùåñòâóåò?

Çàäà÷à 6. a)Ïîêàæèòå, ÷òî K ñàìîñîïðÿæ¼í.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìàëüíûé äëÿ Q áàçèñ e1, . . . , en, â êîòîðîì B çàïèñû-
âàåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñ êîýôôèöèåíòàìè λi = B(ei, ei). Âåêòîðû ei íàçûâàþòñÿ
ãëàâíûìè îñÿìè, à ÷èñëà λi ∈ R � ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè ôîðìû B (è å¼ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû b).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå ãëàâíûå îñè è ãëàâíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì â R3:

a◦)xy + yz + xz; b)−3x3 + 3y2 + 12xz + 12yz.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü λ1 > λ2 > . . . > λn � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû b. Îáîçíà÷èì
÷åðåç S = {v ∈ V | Q(v, v) = 1} åäèíè÷íóþ ñôåðó â V . Äîêàæèòå, ÷òî

a)λ1 = max{b(v) | v ∈ S};
b)λk = maxH min{b(v) | v ∈ S ∩H}, ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì H ⊂ V
ðàçìåðíîñòè k.

Çàäà÷à 9. Êëàññèôèöèðóéòå ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü F ∈ L(V ). Îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ ôîðìó G ðàâåíñòâîì B(v, u) :=
Q(F (v), F (u)).

a)Ïðîâåðüòå, ÷òî B � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ.
Ïóñòü ei è λi � ãëàâíûå îñè è ãëàâíûå çíà÷åíèÿ B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F îáðàòèì.

b)Ïðîâåðüòå, ÷òî {F (ei)} � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, à {e′i := 1√
λi
F (ei)} � îðòîíîðìàëüíûé

áàçèñ V .

c)Äîêàæèòå, ÷òî F ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå F = L · U è â âèäå F = U · L, ãäå U îðòîãîíàëåí,
à L ñàìîñîïðÿæ¼í è èìååò íåîòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì ðàçëîæåíèåì.

d)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ F = UL èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî L2 = K, ãäå
K = F ∗F � ïðèñîåäèí¼ííûé ê ôîðìå B îïåðàòîð.

e)Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå íåâûðîæäåíííîãî îïåðàòîðà åäèíñòâåííî.

f)Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà.

Çàäà÷à 11. Íàéäèòå ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðîâ

a)

(
1 1
0 1

)
, b◦)

(
0.5 1.5
−1.5 0.5

)
.


