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Ðèìàíîâà ìåòðèêà, ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ãåîäåçè÷åñêèå íà (à) öèëèíäðå; (á) êðóãîâîì êîíóñå â R3.

Çàäà÷à 2. Âûâåäèòå óðàâíåíèå ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà:

I(γ(·)) =
∫ t1

t0

L(t, γ(t), γ̇(t), γ̈(t))dt −→ extr,

åñëè γ(t0) = x0, γ(t1) = x1, x0, x1 ∈ Rn, γ ∈ C1([t0, t1],Rn).

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îêðóæíîñòè è ïëîùàäü êðóãà ìàëîãî ðàäèóñà ε íà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè (äâóìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè) èìåþò âèä

L(ε) = 2πε+Aε3 + o(ε3), S(ε) = πε2 +Bε4 + o(ε4).

Âûðàçèòå êîíñòàíòû A è B ÷åðåç ãàóññîâó êðèâèçíó.

Ïñåâäîñôåðîé, èëè ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî, íàçûâàåòñÿ îäíà èç êîìïîíåíò (ñêàæåì z > 0)
äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà z2−x2−y2 = 1. Ìåòðèêà íà ïñåâäîñôåðå çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà

íåå ïñåâäîåâêëèäîâîé ìåòðèêè dx2+dy2−dz2. Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ èç òî÷êè (0, 0,−1) ïåðåâîäèò
ïñåâäîñôåðó â êðóã x2 + y2 < 1 (ìîäåëü Ïóàíêàðå). Äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå w = i1−z

1+z ,

ïåðåâîäèò êðóã |z|2 < 1 â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imw > 0 (ìîäåëü Êëåéíà).

Çàäà÷à 4. Óáåäèòåñü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà ïñåâäîñôåðå, çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì,

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, ìåòðèêîé. Âû÷èñëèòå ìåòðèêó íà ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî âî âñåõ òðåõ ìîäåëÿõ è íàéäèòå åå êðèâèçíó.


