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Êâàðòèêîé Êëåéíà íàçûâàåòñÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ â îäíîðîäíûõ
êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì

x3y + y3z + z3x = 0.

5.1. Äîêàæèòå, ÷òî êâàðòèêà Êëåéíà íåïðèâîäèìà è ãëàäêà.
5.2. Íàéäèòå ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè P2 ïîðÿäêîâ 2,
3 è 7, îñòàâëÿþùèå êâàðòèêó Êëåéíà èíâàðèàíòíîé. Êàêèå ãðóïïû
ïîðîæäàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîðÿäêîâ 2 è 3? Ïîðÿäêîâ 3 è 7?

5.3. Âû÷èñëèòå ãåññèàí ôîðìû, çàäàþùåé êâàðòèêó Êëåéíà (óäîáíî
ïîäåëèòü åãî íà −54). Ñêîëüêî ïåðåãèáîâ èìååò êâàðòèêà Êëåéíà?
5.4. Óáåäèòåñü, ÷òî ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x + y + z = 0
â P2, ÿâëÿåòñÿ áèêàñàòåëüíîé ê êâàðòèêå Êëåéíà. Íàéäèòå äðóãèå
áèêàñàòåëüíûå.

5.5. Ðàññìîòðèòå ìîðôèçì êâàðòèêè Êëåéíà íà ïðÿìóþ, çàäàííóþ
óðàâíåíèåì ξ + η + ζ = 0 â "äðóãîé" ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè:

(x : y : z) 7→ (x3y : y3z : z3x).

Èññëåäóéòå âåòâëåíèå ýòîãî ìîðôèçìà.
5.6. Ïîñòðîéòå áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì êâàðòèêè Êëåéíà è êðè-
âîé, çàäàííîé â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì

s7 = t2(t+ 1).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.
5.7. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë
dt
s3

ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíîìó äèôôåðåíöèàëó íà êâàðòèêå Êëåéíà.
Íàä C óáåäèòåñü â òîì, ÷òî èíòåãðàëû ýòîãî äèôôåðåíöèàëà ïî
−∞ < t < −1, ïî −1 < t < 0 è ïî 0 < t <∞ ñîîòâåòñòâóþò åãî ïåðèîäàì
(òî åñòü èíòåãðàëàì ïî çàìêíóòûì öèêëàì) íà êâàðòèêå Êëåéíà, è
âûðàçèòå ýòè ïåðèîäû ÷åðåç áåòà-ôóíêöèþ Ýéëåðà.

5.8. Ðàññìîòðèòå êðèâóþ Ôåðìà, çàäàííóþ óðàâíåíèåì ξ7 + η7 + ζ7 = 0
â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ, è ïðîâåðüòå, ÷òî ôîðìóëà

(ξ : η : ζ) 7→ (ξ3ζ : η3ξ : ζ3η)

îïðåäåëÿåò ìîðôèçì ýòîé êðèâîé íà êâàðòèêó Êëåéíà. Ïîëüçóÿñü òåì
èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî íà êâàðòèêå Êëåéíà íåò ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê,
êðîìå (1:0:0), (0:1:0) è (0:0:1), âûâåäèòå èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî ìîð-
ôèçìà ïîñëåäíþþ òåîðåìó Ôåðìà äëÿ ïîêàçàòåëÿ 7.
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