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Èíòåãðàë Ëåáåãà

1. Ïóñòü f(x) � èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ íà [−1, 1].
Äîêàæèòå, ÷òî

fn(x) = f

(
x− 1

n

)
µ−→ f(x), n→∞, x ∈ [0, 1].

2. (Òåîðåìà Ëóçèíà) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà îòðåçêå

[a, b], áûëà èçìåðèìà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ

íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ ϕ(x), ÷òî

µ{x : f(x) 6= ϕ(x)} < ε.

Èíà÷å ãîâîðÿ, èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ñäåëàíà íåïðåðûâíîé íà [a, b] ïóòåì åå èçìåíåíèÿ

íà ìíîæåñòâå ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû.

3. Ïóñòü µ(X) <∞ è f � ñììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íàX. Äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà
∫
X f(x)dµ

ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå∫
X
f(x)dµ = lim

λ(T )→0

∑
k

ξkµ({x ∈ X : tk 6 f 6 tk+1}),

ãäå T = {tk} � ðàçáèåíèå âåùåñòâåííîé îñè, λ(T ) = supk |tk − tk+1| � äèàìåòð ðàçáèåíèÿ T ,
à {ξk} � ëþáîé íàáîð òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ξk ∈ [tk, tk+1]. Âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ

èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ëåáåãà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè
∫
A f(x)dµ = 0 è f(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ A, òî f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó

íà A.
5. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë

∫
[a,b] f(x)dµ îò íåîòðèöàòåëüíîé íà [a, b] ôóíêöèè f(x) ñîâïàäàåò

ñ ìåðîé Ëåáåãà ¾êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè¿:∫
[a,b]

f(x)dµ = µ{(x, y) : a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x)}.

6. (à) Ïóòü µ(X) <∞. Äîêàæèòå, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f íàX ñóììèðóåìà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

2nµ{x ∈ X : f(x) > 2n}.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîæåñòâå X
áåñêîíå÷íîé ìåðû ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

1

2n
µ{x ∈ X : f(x) >

1

2n
}.

7∗. (Êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî

Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà è ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíà.


