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Задача 1. Докажите, что множество всех n-мерных векторных подпространств в
m-мерном векторном пространстве V (над R или C) является замкнутым многообра-
зием1. Оно называется многообразием Грассмана или грассманианом и обозначается
GnpV q (или Gm,n, Gm,npCq).

Задача 2. Доказать, что множество ортонормированных k-реперов в векторном
пространстве V является замкнутым многообразием. Оно называется многообразием
Штифеля и обозначается Vm,n (или Vm,npCq в комплексном случае).

Задача 3. Пусть 0 ă j1 ă j2 ă ¨ ¨ ¨ ă jk ă m и V – Rm или Cm. Набор подпро-
странств W1 Ă W2 Ă . . . Ă Wk Ă V , dimWs “ js называется флагом в V , соответству-
ющим последовательности pj1, . . . , jkq. Докажите, что множество флагов, соответству-
ющих заданной последовательности pj1, . . . , jkq, является замкнутым многообразием.
Оно называется многообразием флагов и будет обозначаться Fm;j1,...,jk .

Задача 4. (а) Доказать, что BT n » KpZn, 2q. (б) Доказать, что множество классов
изоморфизма главных T n-расслоений над CW-комплексом X биективно множеству
H2pX;Zq, причем тривиальному расслоению соответствует 0 P H2pX;Zq.

Задача 5. Опишите все главные Z2-расслоения над RP n.

Задача 6. Докажите, что: (а) если на векторном расслоении η есть скалярное
произведение, то HomRpη,Rq – η. (б) Если на комплексном векторном расслоении η
есть эрмитово произведение, то HomCpη,Cq – η̄.

Задача 7. Докажите, что операция тензорного произведения задает на множестве
(классов изоморфизма) одномерных вещественных расслоений над B структуру груп-
пы. Если на η есть скалярное произведение, то η является элементом порядка 2 или
единицей в этой группе.

Задача 8. Докажите, что группа из предыдущей задачи изоморфна H1pB;Z2q.

Задача 9.* Пусть G — дискретная группа, а BG — ее классифицирующее про-
странство. Докажите, что когомологии H˚pBG;Rq можно вычислить следующим об-
разом. Пусть CnpG;Rq — модуль всех функций из Gn в R. Зададим гомоморфизм
dn : CnpG;Rq Ñ Cn`1pG;Rq формулой

dnφpg1, . . . , gn`1q “

“ φpg2, . . . , gn`1q`

n
ÿ

i“1

p´1qiφpg1, . . . , gi´1, gi ¨gi`1, gi`2, . . . , gn`1q`p´1qn`1φpg1, . . . , gnq.

Проверьте, что dn`1 ˝ dn “ 0 и ker dn{ Im dn´1 – HnpBG;Rq.

1Отдельный бонус тем, кто введет гладкую структуру в задачах 1,2,3


