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1 Напоминание и повторение
Пусть X, Y — топологические пространства, а R — кольцо коэффициентов.

Теорема 1.1 (Формула Кюннета для гомологий). Пусть X, Y — клеточные ком-
плексы, а R — область главных идеалов (например, Z или поле). Тогда существует
естественная расщепимая точная последовательность

0 Ñ
à

i

pHipXq bHn´ipY qq Ñ HnpX ˆ Y q Ñ
à

i

TorRpHipXq, Hn´i´1pY qq Ñ 0.

Теорема 1.2 (Формула Кюннета для когомологий). Пусть X, Y — клеточные ком-
плексы, а R — область главных идеалов (например, Z или поле). Тогда существует
естественная расщепимая точная последовательность

0 Ñ
à

i

pH i
pXq bHn´i

pY qq Ñ Hn
pX ˆ Y q Ñ

à

i

TorRpH i
pXq, Hn´i`1

pY qq Ñ 0.

Оба утверждения следуют из алгебраической формулы Кюннета и изоморфизма
клеточных цепных комплексов: C‚pX ˆ Y q – C‚pXq b C‚pY q (в случае когомологий,
имеем аналогичный изоморфизм коцепных комплексов C‚pX ˆ Y q – C‚pXq b C‚pY q).

Следствие 1.3. Если гомологии (соотв. когомологии) одного из пространств X, Y
являются свободными модулями над R, то гомоморфизм

À

ipHipXq b Hn´ipY qq Ñ
HnpX ˆ Y q (соотв.

À

ipH
ipXq bHn´ipY qq Ñ HnpX ˆ Y q) является изоморфизмом. В

частности, это верно, когда R — поле.

Любое непрерывное отображение f : X Ñ Y индуцирует гомоморфизм гомоло-
гий f˚ : HnpXq Ñ HnpY q и гомоморфизм когомологий, действующий в обратном на-
правлении f˚ : HnpY q Ñ HnpXq для любого n. Если f, g : X Ñ Y — два гомотопных
отображения, то f˚ “ g˚ и f˚ “ g˚. Поэтому говорят, что гомологии являются кова-
риантным гомотопическим функтором, а когомологии являются контравариантным
гомотопическим функтором.

Диагональ ∆: X Ñ X ˆ X,∆pxq “ px, xq индуцирует гомомрфизм ∆˚ : H˚pX ˆ

Xq Ñ H˚pXq. Взяв композицию с гомоморфизмом
À

ipH
ipXqbHn´ipXqq Ñ HnpXˆXq

из формулы Кюннета для когомологий, получим естественный гомоморфизм:
à

i

pH i
pXq bHn´i

pXqq Ñ Hn
pX ˆXq

∆˚

Ñ Hn
pXq.
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Этот гомоморфизм задает на R-модуле когомологий H˚pXq “
À8

n“0H
npXq умноже-

ние, превращая его в градуированную R-алгебру. Используя коммутативность диа-
граммы

X
∆

ÝÝÝÑ X ˆX
§

§

đ
∆

§

§

đ

∆ˆidX

X ˆX
idX ˆ∆
ÝÝÝÝÑ X ˆX ˆX

и естественность отображения Кюннета, несложно показать, что введенная операция
умножения ассоциативна. Естественное отображение p : X Ñ pt индуцирует отоб-
ражение p˚ : R “ H0pptq Ñ H0pXq, которое определяет единицу 1H˚pXq “ p˚p1Rq P
H0pXq, т.е. такой элемент, что 1H˚pXq ¨ a “ a для любого a P H˚pXq.
Замечание 1.4. Существует неформальная причина, почему мы не можем проделать
то же самое с гомологиями. В гомологиях диагональ индуцирует отображение ∆˚ : HnpXq Ñ
HnpX ˆXq, а отображение из формулы Кюннета имеет вид

À

ipHipXq bHn´ipXqq Ñ
HnpX ˆXq, так что состыковать их никак не получается.

Если предположить, что модуль H˚pXq свободен, то отображение Кюннета можно
обратить. Тогда, взяв композицию с ∆˚ мы получим гомоморфизм H˚pXq Ñ H˚pXqb
H˚pXq. Такой гомоморфизм называется коумножением, и его наличие превращает
H˚pXq в коалгебру. Многие свойства алгебр можно перенести на коалгебры, однако с
алгебрами работать все-таки проще и привычнее.

Операцию умножения можно определить по-другому, начиная с сингулярных ко-
цепей. Определим !-произведение сингулярных коцепей a P CppXq, b P CqpXq как ко-
цепь a ! b значение которой на сингулярном симплексе σ : ∆p`q “ rv0, . . . , vp`qs Ñ X
задается формулой

pa ! bqpσq “ apσ|rv0,...,vpsq ¨ bpσ|rvp,...,vp`qsq.

Коциклы образуют подалгебру в алгебре pC˚pXq,!q, а кограницы — идеал в этой
подалгебре, значит !-умножение корректно определено на сингулярных когомоло-
гиях. Известно, что a ! b “ p´1qpqb ! a для любых a P HppXq, b P HqpXq (это
свойство называется градуированной коммутативностью). Наконец, !-умножение в
H˚pXq совпадает с умножением, введенным ранее при помощи гомоморфизма Кюн-
нета.

Вывод 1.5. H˚pXq “
À8

n“0H
npX;Rq является градуированной градуированно-ком-

мутативной ассоциативной алгеброй над R с единицей. Отображение f : X Ñ Y
индуцирует гомоморфизм алгебр f˚ : H˚pY q Ñ H˚pXq.

Пример 1.6. H˚pT nq – Λrα1, . . . , αns, degαi “ 1, i “ 1, . . . , n.
H˚pSnq – Rrus{pu2q, deg u “ n.
H˚pRP n;Z2q – Z2rus{pu

n`1q, H˚pRP8;Z2q – Z2rus, deg u “ 1.
H˚pCP n;Zq – Zrus{pun`1q, H˚pCP8;Zq – Zrus, deg u “ 2.
H˚pMg;Zq порождено одномерными классами a1, b1, . . . , ag, bg, и соотношениями

aiaj “ bibj “ 0 при всех i, j, aibj “ 0 при i ‰ j и a1b1 “ a2b2 “ . . . “ agbg.
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Замечание 1.7. Умножение в когомологиях является дополнительной структурой, а
когомологии, рассматриваемые как градуированная алгебра, являются более силь-
ным инвариантом, чем когомологии рассматриваемые лишь как градуированный R-
модуль. Например, когомологии пространств T 2 и S2 _ S1 _ S1 изоморфны как R-
модули, но не изоморфны как алгебры (упражнение).

Замечание 1.8. Пространство (клеточный комплекс) X связно в том и только том слу-
чае, когда H0pXq – R. Назовем градуированную алгебру A˚ “

À

jě0A
j над кольцом

R связной, если A0 – R. Получаем, что пространство связно тогда и только тогда,
когда его алгебра когомологий связна.

Упражнение 1.9. Докажите, что существует естественная гомотопическая эквива-
лентность ΣpX ˆ Y q » ΣX _ ΣY _ X ˚ Y . Если R — поле, то rHnpX ˚ Y ;Rq –
À

i`j“n´1
rHipX;Rq b rHjpY ;Rq.

Упражнение 1.10. Описать кольцо когомологий поверхностиMg (сферы с g ручками).
Указание: построить отображение из Mg в букет g копий двумерного тора.

Упражнение 1.11. Пусть X — линейно связное топологическое пространство. Тогда
гомоморфизм Гуревича h : π1pXq Ñ H1pX;Zq сюръективен, и его ядро совпадает с
коммутантом группы π1pXq. Иными словами, группа H1pX;Zq есть абелианизация
группы π1pXq.

Упражнение 1.12. Пусть X, Y — связные CW-комплексы с отмеченными точками.
Докажите, что H ipX _ Y q – H ipXq ‘ H ipY q при i ě 1, а произведение когомологи-
ческих классов φ P H ipXq Ă H ipX _ Y q и ψ P HjpY q Ă HjpX _ Y q равно нулю при
i, j ě 1.

2 Многообразия
В целях мотивации приведем результат, к которому (в числе прочих) мы будем стре-
миться.

Связная градуированная алгебра (ассоциативная, градуированно-коммутативная
с единицей) A˚ “

À8

j“0A
j над полем R называется алгеброй Пуанкаре формальной

размерности n, если Aj “ 0 при j ą n, An – R и билинейное спаривание ˆ : Aj b
An´j Ñ An – R является невырожденным.

Утверждение 2.1. Пусть X — замкнутое связное ориентируемое многообразие,
dimX “ n, а R — поле. Тогда H˚pXq является алгеброй Пуанкаре формальной раз-
мерности n.

Это утверждение дает сильное ограничение на возможный вид когомологий мно-
гообразий.
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2.1 Топологические многообразия

Определения

Определение 2.2. Хаусдорфово паракомпактное1 пространство X называется то-
пологическим многообразием (соотв. многообразием с краем) размерности n, если у
каждой точки x P X существует окрестность гомеоморфная открытому подмножеству
V Ă Rn (соотв. открытому подмножеству V Ă Rě0 ˆ Rn´1).

Определение 2.3. Пусть X — многообразие с краем. Множество точек x P X, для
которых не существует окрестности, гомеоморфной открытому подмножеству Rn, на-
зывается краем и обозначается BX.

Замкнутым многообразием называется компактное многообразие без края.
Примеры многообразий у нас уже встречались: Sn, T n,RP n,CP n. Примеры мно-

гообразий с краем: Dn, полноторие (их края — S2 и T 2 соответственно). Примеры не
многообразий: графы с вершинами степени больше 2, бесконечномерные клеточные
комплексы (такие как RP8,CP8), книга с тремя страницами. Все дальнейшие опре-
деления будут формулироваться для многообразий без края, хотя их можно без труда
распространить на многообразия с краем.

Пусть U — окрестность точки x P X и ϕ : U Ñ V — гомеоморфизм на подмножество
Rn, существующий по определению. Подмножество U (вместе с фиксированным го-
меоморфизмом ϕ) называется картой на многообразии X. Множество карт Uα, α P A,
покрывающее все многообразие X, называется атласом на X.

Предложение 2.4. Пусть X — топологическое многообразие размерности n и x P
X. Тогда HjpX,Xzx;Rq “ 0 при j ‰ n и HnpX,Xzx;Rq – R.

Доказательство. По определению топологического многообразия, у точки x P X су-
ществует окрестность U , гомеоморфная открытому подмножеству Rd. Выберем в этой
окрестности маленький открытый шарик B, содержащий x и пусть Z “ XzB. Тогда,
по свойству вырезания, HjpX,Xzx;Rq – HjpXzZ, pXzxqzZ;Rq “ HjpB,Bzx;Rq. По-
скольку шарик B стягиваем, из точной последовательности пары

¨ ¨ ¨ Ñ rHjpB;Rq Ñ HjpB,Bzx;Rq Ñ rHj´1pBzx;Rq Ñ rHj´1pB;Rq Ñ ¨ ¨ ¨

заключаем, что HjpB,Bzx;Rq – rHj´1pBzx;Rq. Пространство Bzx гомотопически эк-
вивалентно pn´ 1q-мерной сфере, а значит его приведенные гомологии тривиальны в
размерностях j ‰ n´1 и изоморфны R в размерности n´1. Значит HjpX,Xzx;Rq “ 0,
при j ‰ n, и HnpX,Xzx;Rq “ R.

1Паракомпактность: в любое открытое покрытие можно вписать локально конечное подпокрытие.
Локально конечное покрытие: для любой точки существует окрестность, пересекающаяся лишь с
конечным числом элементов покрытия
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Замечание 2.5. Приведенное рассуждение должно убедить в справедливости следу-
ющего факта: группы H˚pX,Xzx;kq описывают свойства пространства X в сколь
угодно малой окрестности точки x (т.е. локальные свойства). Поэтому часто группу
H˚pX,Xzx;kq называют группой локальных гомологий (а H˚pX,Xzx;kq — локальны-
ми когомологиями).

Определение 2.6. Паракомпактное хаусдорфово пространство X называется гомо-
логическим многообразием (над группой R) размерности n, если HjpX,Xzx;Rq “ 0
при j ‰ n и HnpX,Xzx;Rq – R для любой точки x P X.

Таким образом, гомологические многообразия — более широкий класс пространств,
нежели топологические многообразия.

Упражнение 2.7. Доказать, что Sn, T n,RP n,CP n — топологические многообразия.
Доказать, что Dn, полноторие — многообразия с краем, а их края — S2 и T 2 соответ-
ственно.

Упражнение 2.8. Если X, Y — топологические многообразия, то X ˆ Y — тополо-
гическое многообразие. Если хотя бы одно из них имеет край, то X ˆ Y — также
многообразие с краем BpX ˆ Y q “ BX ˆ Y YX ˆ BY Ă X ˆ Y .

Ориентация Хотя многие факты верны и для гомологических многообразий (в
предположении, что они триангулируемы), мы для простоты ограничимся тополо-
гическими многообразиями.

Определение 2.9. Локальной ориентацией αx в точке x P X называется образующая
группы локальных гомологий HnpX,Xzx;Zq – Z.

Образующую группы Z можно выбрать двумя способами. Значит, в каждой точ-
ке топологического многообразия есть две возможных локальных ориентации. Допу-
стим, что точки x, y P X близки, то есть лежат в одной карте и их можно накрыть
замкнутым евклидовым шаром B. Имеем естественные изоморфизмы

HnpX,Xzx;Zq –Ð HnpX,XzB;Zq –Ñ HnpX,Xzy;Zq,

индуцированные вложениями пар pX,XzBq Ñ pX,Xzxq и pX,XzBq Ñ pX,Xzyq. Ори-
ентации αx, αy в близких точках x, y называются согласованными, если они при этих
изоморфизмах переходят друг в друга. Многообразие называется ориентируемым, ес-
ли существует согласованный выбор ориентаций во всех точках (а сам этот выбор
называется ориентацией многообразия).

Предложение 2.10. Пусть X — замкнутое связное многообразие размерности n.
Тогда

1. Гомоморфизм HnpX;Z2q Ñ HnpX,Xzx;Z2q является изоморфизмом для всех
x P X.
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2. Если X — ориентируемо, то HnpX;Zq Ñ HnpX,Xzx;Zq является изоморфиз-
мом для всех x P X. Если X — неориентируемо, то HnpX;Zq “ 0.

3. HipX;Zq “ 0 при i ą n.

Доказательство. В доказательстве мы полагаем, что группа коэффициентов R есть
Z для ориентированного случая, и Z2 для произвольного. Удобно доказать более общее
утверждение.

Лемма 2.11. Пусть A Ă X — компактное подмножество. Тогда

1. HipX,XzA;Rq “ 0 при i ą n. Класс α P HnpX,XzA;Rq равен нулю тогда и
только тогда, когда его образ в HnpX,Xzx;Rq равен нулю при всех x P A.

2. Для любого набора согласованных ориентаций αx, x P A, существует един-
ственный элемент α P HnpX,XzA;Rq, чей образ в HnpX,Xzx;Rq есть αx при
всех x P A.

Доказательство леммы. (1) Вначале докажем, что если Лемма верна для компакт-
ных подмножеств A,B и AXB, то она верна и для AYB. Запишем точную последо-
вательность Майера–Вьеториса (относительную версию):

0 Ñ HnpX,XzAYBq
Φ
Ñ HnpX,XzAq ‘HnpX,XzBq

Ψ
Ñ HnpX,XzAXBq

(слева стоит 0, поскольку мы предположили, что Hn`1pX,XzA X Bq “ 0). При j ą n
по предположению имеем HjpX,XzAXBq “ HjpX,XzAq “ HjpX,XzBq “ 0, а значит
группаHjpX,XzAYBq оказывается зажата между двумя нулями, т.е.HjpX,XzAYBq.
Пусть α P HnpX,XzAYBq — такой элемент, что его образ αx P HnpX,Xzxq равен нулю
при всех x P AYB. Тогда, по предположению, образы α в HnpX,XzAq и HnpX,XzBq
равны нулю. Поскольку Φ инъективен, α сам равен нулю, что доказывает пункт (1)
для AYB. Докажем пункт (2). Рассмотрим набор согласованных ориентаций αx на AY
B. По предположению, существует единственный такой элемент αA P HnpX,XzAq, что
его образ в HnpX,Xzxq есть αx для всех x P A. Аналогично, существует единственный
такой элемент αB P HnpX,XzBq, что его образ в HnpX,Xzxq есть αx для всех x P B.
Гомоморфизм Ψ посылает пару pαA, αBq P HnpX,XzAq ‘HnpX,XzBq в разность β “
αA|AXB ´ αB|AXB P HnpX,XzA X Bq. Образ β в группе HnpX,Xzxq равен нулю для
любого x P A X B, и следовательно, поскольку Лемма выполнена для A X B, имеем
β “ 0. Из точности последовательности получаем, что pαA, αBq есть образ элемента
α P HnpX,XzA Y Bq. Этот элемент обладает требуемыми свойствами и определен
однозначно, поскольку Φ инъективен.

(2) Исходя из пункта (1), достаточно доказать Лемму для компактного подмноже-
ства, лежащего в одной карте (т.е. в Rn). Действительно, любое компактное подмноже-
ство можно представить в виде конечного объединения k компактных подмножеств,
каждое из которых целиком лежит в какой-то карте. Далее индукция по числу k и
применение шага (1). Заметим, что если A — компактное подмножество, лежащее в
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карте U , то HjpX,XzAq – HjpU,UzAq по свойству вырезания. Значит дальше можно
считать, что X “ Rn.

(3) Пусть A Ă Rn — конечный симплициальный комплекс, чьи симплексы линейно
вложены в Rn. В этом случае лемма следует по индукции: достаточно доказать ее
для одного симплекса и применить шаг (1). Заметим, что справедливость леммы для
симплекса следует из определения согласованных ориентаций.

(4) Пусть A Ă Rn — произвольный компакт. Допустим, класс α P HipRn,RnzAq
представлен относительным циклом z, и пусть C Ă RnzA обозначает объединение об-
разов всех сингулярных циклов, встречающихся в Bz. Множества A и C компактны,
значит между ними ненулевое расстояние δ ą 0. Покроем множество A конечным
кусочно линейным комплексом K, не пересекающим C, следующим образом: (а) по-
кроем A большим симплексом, (б) возьмем кратное барицентрическое подразбиение
симплекса, у которого диаметр каждого кусочка меньше δ (в) возьмем все симплексы,
пересекающие A. Все та же цепь z определяет элемент αK P HipRn,RnzKq, чье огра-
ничение на HipRn,RnzAq совпадает с α. Из шага (3) следует, что αK “ 0, если i ą n.
Значит, α “ 0, и, как следствие, HipRn,RnzAq “ 0 при i ą n.

Пусть теперь i “ n. Допустим, что ограничение αx P HnpRn,Rnzxq равно нулю
при всех x P A. Тогда, на самом деле αx “ 0 при всех x P K (здесь рассматриваются
ограничения элемента αK P HnpRn,RnzKq). Это следует из того, что гомоморфизм
HnpRn,Rnz∆q Ñ HnpRn,Rnzxq является изоморфизмом для любого линейного сим-
плекса ∆ и точки x в нем. Поскольку αx “ 0 для любого x P K, из шага (3) следует,
что αK “ 0. Значит, α “ 0, что доказывает пункт 1 и единственность в пункте 2 Лем-
мы. Существование доказывается просто: пусть αx — согласованный набор локальных
ориентаций для x P A. Тогда его можно продолжить до согласованного набора ори-
ентаций на достаточно большом шаре B Ă Rn, содержащем множество A. Для шара
существование “накрывающего” элемента αB P HnpRn,RnzBq очевидно (из опреде-
ления согласованных ориентаций). Образ элемента αB в группе HnpRn,RnzAq есть
искомый класс α.

Предложение следует из леммы, если мы положим A “ X.

Элемент группы HnpX;Rq, чей образ в HnpX,Xzx;Rq является образующей при
всех x P X, называется фундаментальным классом замкнутого многообразия X. Фун-
даментальный класс часто обозначается через rXs. Если на X фиксирована ориента-
ция (т.е. согласованный выбор αx P HnpX,Xzx,Zq), то существует единственный фун-
даментальный класс rXs P HnpX;Zq, который переходит в αx при всех x P X. Таким
образом, выбрать ориентацию на связном ориентируемом многообразии X — это все
равно, что выбрать образующую группы HnpX;Zq – Z.
Упражнение 2.12. Если X — некомпактное связное многообразие размерности n, то
HjpXq “ 0 при всех j ě n.

Пусть X — замкнутое многообразие размерности n. Рассмотрим множество rX “

tαx | x P Xu, где αx P HnpX,Xzx;Zq — локальная ориентация в точке x. Введем на
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rX топологию, базу которой образуют множества rB “ tαx | x P Bu, где B — открытое
подмножество в X, а αx — набор согласованных на B локальных ориентаций.

Упражнение 2.13. (1) Докажите, что rX — ориентируемое многообразие. (2) Отобра-
жение rX Ñ X, αx ÞÑ x является двулистным накрытием. (3) Пусть X связно. Тогда X
ориентируемо в том и только том случае, когда rX имеет две компоненты связности.
(4) Если в π1pXq нет элементов порядка 2, то X ориентируемо. В частности, любое
односвязное многообразие ориентируемо.

2.2 Двойственность Пуанкаре

Пусть X — произвольное топологическое пространство, а R — произвольное коль-
цо. По определению, модуль k-ых сингулярный коцепей есть двойственный модуль
к модулю k-ых сингулярных цепей, т.е. CkpX;Rq – HompCkpX;Rq, Rq. Таким обра-
зом, применяя k-мерную коцепь к k-мерной цепи, мы получаем число (т.е. элемент
R). Это действие корректно опускается до групп (ко)гомологий: если φ P HkpX;Rq и
α P HkpX;Rq, то естественным образом определяется число φpαq P R. Иными словами,
имеется естественный гомоморфизм h : HkpX;Rq Ñ HompHkpX;Rq, Rq.

Оказывается, существует более общая операция, которая позволяет по k-мерному
классу гомологий и l-мерному классу когомологий получить pk ´ lq-мерный класс
гомологий.

Кэп-произведение Пусть k ě l ě 0. ОпределимR-билинейную операцию " : CkpX;Rqb
C lpX;Rq Ñ Ck´lpX;Rq, называемую "-произведением (читается как “кэп-произведение”)
следующим образом. Пусть σ P CkpX;Rq, σ : rv0, . . . , vks Ñ X — сингулярный сим-
плекс, а φ P C lpX;Rq — сингулярная коцепь. Тогда

σ " φ “ φpσ|rv0,...,vlsqσ|rvl,vl`1,...,vks.

Поскольку сингулярные симплексы образуют базис CkpX;Rq, по линейности это за-
дает операцию " : CkpX;Rq b C lpX;Rq Ñ Ck´lpX;Rq.

Лемма 2.14. Bpσ " φq “ p´1qlpBσ " φ´σ " δφq, где B — гомологический дифферен-
циал, а δ — когомологический дифференциал.

Доказательство. Упражнение.

Следствие 2.15. Кэп-произведение цикла и коцикла есть цикл. Кэп-произведение
цикла и кограницы есть граница. Кэп-произведение границы и коцикла есть граница.

Значит, корректно определено индуцированное билинейное отображение

" : HkpX;Rq bH l
pX;Rq Ñ Hk´lpX;Rq,

которое также называется кэп-произведением.
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Для кэп-произведения выполнена “функториальность” в следующем смысле. Пусть
f : X Ñ Y непрерывное отображение, а f˚ : H˚pX;Rq Ñ H˚pY ;Rq, f˚ : H˚pY ;Rq Ñ
H˚pX;Rq— индуцированные отображения в гомологиях и когомологиях соответствен-
но. Тогда выполнено

f˚pαq " φ “ f˚pα " f˚pφqq, (2.1)

при α P HkpX;Rq и φ P H lpY ;Rq.
По тем же формулам можно определить относительные аналоги кэп-произведения

HkpX,A;Rq bH l
pX;Rq

"
Ñ Hk´lpX,A;Rq;

HkpX,A;Rq bH l
pX,A;Rq

"
Ñ Hk´lpX;Rq.

Отображение двойственности Пуанкаре Теперь мы возвращаемся к ситуации,
когда X — многообразие. Как и ранее, мы полагаем, что либо R “ Z и многообразие
X ориентируемо, либо R “ Z2 и X произвольно.

Теорема 2.16 (Изоморфизм двойственности Пуанкаре). Пусть X — замкнутое n-
мерное многообразие, имеющее фундаментальный класс rXs P HnpX;Rq. Отобра-
жение D : HkpX;Rq Ñ Hn´kpX;Rq, Dpφq “ rXs " φ является изоморфизмом при
всех k.

Доказательство будет дано в схематичном и урезанном виде (полностью его можно
прочитать в [4]). Идея такая же, как и для Утверждения 2.10: (1) вначале мы сфор-
мулируем более общее утверждение, описывающее свойства произвольного открытого
подмножества A Ă X; (2) Теорема 2.16 будет частным случаем утверждения, если по-
ложить A “ X; (3) аргумент, использующий последовательность Майера–Вьеториса
сведет утверждение к случаю, когда A лежит в одной карте; (4) останется доказать
утверждение в случае A Ă Rn.

Заметим, что открытое подмножество A Ă X является многообразием, но уже не
замкнутым, поэтому нам нужно модифицировать утверждение так, чтобы они имело
смысл для произвольных многообразий. Для этого требуется ввести понятие когомо-
логий с компактным носителем.

Определение 2.17. Пусть X — произвольное топологическое пространство. Коцепь
a P CipX;Rq называется коцепью с компактным носителем, если существует такое
компактное подмножество K Ă X, что a принимает нулевое значение на сингулярных
симплексах с образами в XzK. Рассмотрим подгруппу Ci

cpX;Rq Ă CipX;Rq, порож-
денную коцепями с компактным носителем. Легко проверить, что a P Ci

cpX;Rq влечет
δa P Ci`1

c pX;Rq, а значит определен дифференциальный комплекс

0 Ñ C0
c pX;Rq

δ
Ñ C1

c pX;Rq
δ
Ñ ¨ ¨ ¨

δ
Ñ Ci

cpX;Rq
δ
Ñ Ci`1

c pX;Rq
δ
Ñ ¨ ¨ ¨ .

Его когомологии называются когомологиями с компактными носителями и обознача-
ются H i

cpX;Rq.
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Замечание 2.18. Из определения очевидно, что для компактного пространства X вы-
полнено H˚

c pX;Rq “ H˚pX;Rq.

Замечание 2.19. H i
cpX;Rq является прямым пределом групп H i

cpX,XzK;Rq по всем
компактным подмножествамK Ă X. Отсюда можно заключить, например, чтоH i

cpRn;Rq “
0 при i ‰ n и Hn

c pRn;Rq “ R. Видно, что для некомпактных пространств когомологии
с компактными носителями могут не совпадать с обычными.

Пусть X — n-мерное многообразие без края. Для любого компактного подмноже-
ства C Ă X имеем кэп-произведение:

HnpX,XzC;Rq bHk
pX,XzC;Rq

"
Ñ Hn´kpX;Rq.

По Лемме 2.11, в группеHnpX,XzC;Rq есть выделенный элемент αC , который отобра-
жается в ориентацию αx P HnpX,Xzx;Rq при всех x P C. Значит, можно рассмотреть
гомоморфизм

DX,C : Hk
pX,XzC;Rq Ñ Hn´kpX;Rq, DX,Cpφq “ αC " φ.

Используя функториальность кэп-произведения (в смысле (2.1)), и тот факт, что αC1

переходит в αC2 при C2 Ă C1, мы можем перейти к пределу гомоморфизмов DX,C по
всем компактным подмножествам C Ă X. В итоге получим гомоморфизм

DX : Hk
pX;Rq Ñ Hn´kpX;Rq.

Легко проверить, что в случае, когда X компактно, этот гомоморфизм совпадает с
гомоморфизмом двойственности Пуанкаре D, определенным ранее.

Предложение 2.20 (Двойственность Пуанкаре для произвольных многообразий).
Пусть X — n-мерное многообразие без края, возможно некомпактное. Отображение
DX : Hk

c pX;Rq Ñ Hn´kpX;Rq является изоморфизмом.

Лемма 2.21. Пусть многообразие X представлено в виде объединения двух от-
крытых подмножеств A,B. Тогда диаграмма двух последовательностей Майера–
Вьеториса

ÝÝÝÝÑ Hk
c pAXBq ÝÝÝÝÑ Hk

c pAq ‘H
k
c pBq ÝÝÝÝÑ Hk

c pXq ÝÝÝÝÑ Hk`1
c pAXBq ÝÝÝÝÑ

§

§

đ

DAXB

§

§

đ

DA‘´DB

§

§

đ

DX

§

§

đ

DAXB

ÝÝÝÝÑ Hn´kpAXBq ÝÝÝÝÑ Hn´kpAq ‘Hn´kpBq ÝÝÝÝÑ Hn´kpXq ÝÝÝÝÑ Hn´k´1pAXBq ÝÝÝÝÑ

коммутативна с точностью до знаков.

Из этой леммы и леммы о пяти изоморфизмах, получаем, что если DA, DB, DAXB

— изоморфизмы, то DAYB — также изоморфизм.

Лемма 2.22. Пусть X есть объединение вполне упорядоченной цепочки открытых
множеств Aα. Если DAα является изоморфизмом при всех α, то DX также явля-
ется изоморфизмом.
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Лемма 2.23. Если A — открытое подмножество в Rn, DA является изоморфизмом.

Из этих лемм (которые мы доказывать не будем, см. [4]) следует доказательство
утверждения 2.20. Действительно, пусть X — произвольное многообразие. Рассмот-
рим совокупность M всех открытых подмножеств A Ă X, для которых DA — изо-
морфизм. M частично упорядочено по включению, и вместе с любой возрастающей
цепочкой содержит ее верхнюю границу (по Лемме 2.22). Значит, по лемме Цорна,
существует максимальный элемент Amax P M. Если Amax “ X, то все доказано. Ес-
ли нет, то выберем точку x P X, x R Amax и рассмотрим малую окрестность U Q x,
лежащую в карте. По Лемме 2.23 U P M и U X Amax P M. Значит, по Лемме 2.21,
U Y Amax PM, что противоречит максимальности Amax.

2.3 Кольцо когомологий замкнутого многообразия

Лемма 2.24. Для любого α P Ck`lpX;Rq, φ P CkpX;Rq и ψ P C lpX;Rq имеем

ψpα " φq “ pψ ! φqpαq.

Доказательство. Упражнение.

Упражнение 2.25. Пусть ε : H0pX;Rq Ñ R — гомоморфизм аугментации. Тогда εpα "

φq “ φpαq для любых α P CkpX;Rq и φ P CkpX;Rq.
Кэп- и кап-произведения опускаются на уровень (ко)гомологий. В итоге имеем

коммутативную диаграмму

H lpX;Rq
h

ÝÝÝÑ HompHlpX;Rq, Rq
§

§

đ

φ!

§

§

đ

p"φq˚

Hk`lpX;Rq
h

ÝÝÝÑ HompHk`lpX;Rq, Rq

Предложение 2.26. Пусть X — связное замкнутое многообразие (как и ранее, мы
предполагаем, что либо X ориентируемо, и R “ Z или поле, либо X произвольное, а
R “ Z2). Тогда

1. Гомоморфизм
ş

X
: HnpX;Rq Ñ R,

ş

X
pφq “ φprXsq является изоморфизмом.

2. Билинейное спаривание HkpX;Rq bHn´kpX;Rq Ñ R, φb ψ Ñ
ş

X
pφ ! ψq невы-

рожденно (в случае R “ Z нужно факторизовать конечное кручение).

Доказательство. (1) Гомоморфизм
ş

X
: HnpX;Rq Ñ R совпадает с композицией изо-

морфизма двойственности Пуанкаре D : HnpX;Rq Ñ H0pX;Rq и гомоморфизма ауг-
ментации H0pX;Rq Ñ R (см. упр.2.25). Аугментация является изоморфизмом, по-
скольку X связно.

(2) Рассмотрим композицию гомоморфизмов

Hk
pX;Rq

h
Ñ HompHkpX;Rq, Rq

D˚

Ñ HompHn´k
pX;Rq, Rq.
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Из леммы 2.24 имеемD˚˝hpφq “ φ ! ¨. По теореме об универсальных коэффициентах,
h является изоморфизмом (над полем, либо над Z с факторизованным кручением).
D˚ является изоморфизмом по теореме о двойственности Пуанкаре. Таким образом,
билинейное спаривание HkpX;Rq bHn´kpX;Rq

!
Ñ HnpX;Rq невырожденно по перво-

му аргументу, а значит и по второму, поскольку ! — косокоммутативно. Остальное
следует из п.(1).

Мы, наконец, доказали Утверждение 2.1.

2.4 Двойственность Пуанкаре через триангуляции

Фундаментальный класс В этом разделе мы научимся понимать ориентации и
изоморфизм HkpX;Rq – Hn´kpX;Rq более наглядным способом: в терминах триангу-
ляций и двойственных клеточных разбиений.

Лемма 2.27. Пусть K — триангуляция (гомологического) многообразия размерно-
сти n. Тогда все максимальные по включению симплексы K имеют размерность n,
и каждый pn´ 1q-мерный симплекс содержится ровно в двух n-мерных.

Доказательство. Пусть I — максимальный по включению симплекс K, а x — точ-
ка, лежащая в его внутренности I˝. Пусть I имеет размерность s. Тогда, поскольку
внутренность I есть открытое подмножество s-мерного пространства, имеем

HjpX,Xzx;Rq – HjpI
˝, I˝zx;Rq –

#

R, если j “ s;

0, иначе.

Из того, что K есть n-мерное многообразие, заключаем, что s “ n.
Докажем вторую часть утверждения. Пусть x — точка, лежащая в относительной

внутренности pn´1q-мерного симплекса J . Допустим, J содержится в k максимальных
симплексах I1, . . . , Ik. Пусть ij P Ij — вершина симплекса, не лежащая в грани J для
каждого j “ 1, . . . , k. Имеем

HnpX,Xzx;Rq – HnpI1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ik, I1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ikzx;Rq –

– rHn´1pI1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ikzx;Rq – rHn´1pBJ ˚ ti1, . . . , iku;Rq – rH0pti1, . . . , iku;Rq – Rk´1

(2.2)

В первом изоморфизме мы воспользовались свойством вырезания (вырезали допол-
нение до I1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ir). Второй изоморфизм следует из точной последовательности
пары

rHnpI1Y¨ ¨ ¨YIr;Rq Ñ HnpI1Y¨ ¨ ¨YIr, I1Y¨ ¨ ¨YIrzx;Rq Ñ rHn´1pI1Y¨ ¨ ¨YIrzx;Rq Ñ rHn´1pI1Y¨ ¨ ¨YIr;Rq

и того факта, что I1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ir стягиваемо. Третий изоморфизм следует из того, что
I1 Y ¨ ¨ ¨ Y Irzx стягивается на BJ ˚ ti1, . . . , iku. Четвертый изоморфизм есть pn ´ 1q-
кратное применение изоморфизма надстройки. Последний изоморфизм есть явное
вычисление.
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По определению гомологического многообразия имеем HnpX,Xzx;Rq – R. Значит
r “ 2.

Замечание 2.28. Понятно, что для того, чтобы получить окрестность гомеоморфную
Rn необходимо в каждом pn´ 1q-симплексе состыковать ровно 2 n-мерных симплекса
— ни больше, ни меньше. Приведенное хитрое рассуждение с гомологиями нужно
скорее для тренировки умения работать с гомологиями. Кроме того, оно понадобится
для решения задач.

Далее будем считать, что многообразие K ориентируемо и R “ Z (случай про-
извольного многообразия и коэффициентов Z2 полностью аналогичен). Фундамен-
тальный класс многообразия K представляется симплициальной цепью

ř

j kjIj, где
kj P Z, а Ij — максимальные симплексы. Выберем точку x во внутренности симплек-
са Ij. Из условия, что фундаментальный класс отображается в образующую группы
HnpX,Xzx;Zq – HnpI, Izx;Zq – Z, получаем, что соответствующий коэффициент kj
равен ˘1.

Цепь
ř

j kjIj является симплициальным циклом. Значит, если два максимальных
симплекса Il, Is соседствуют по pn´1q-мерному симплексу, то знак kl определяет знак
ks и наоборот. Если многообразие K связно, то возможность согласованно выбрать
знаки максимальных симплексов (в указанном смысле) эквивалентна ориентируемо-
сти. В этом случае выбор знаков максимальных симплексов эквивалентен выбору
ориентации.

Замечание 2.29. В этом построении был замят под ковер один существенный факт. А
именно, если K — связное многообразие, то от любого n-мерного симплекса к любо-
му другому можно пройти “переходя через стенку размерности n ´ 1”. Более строго,
скажем, что симплициальный комплекс K (размерностно однородный, dimK “ n)
сильно связен, если для любых двух максимальных симплексов I, I 1 существует це-
почка I “ I0, I1, . . . , Is´1, Is “ I 1 такая что симплексы Ij и Ij`1 имеют общую грань
размерности n´ 1 при j “ 0, 1, . . . , s´ 1. Иными словами, любые две точки комплекса
K можно соединить кривой, не пересекающей pn´ 2q-остов комплекса K.

Заметим, что вообще говоря существуют комплексы, которые связны, но не сильно
связны, например букет двух сфер (рис.1). Утверждение, которое мы замяли, таково:
связное триангулированное многообразие является сильно связным. Для топологиче-
ских многообразий его можно объяснить так: любую кривую в Rn можно немного
пошевелить так, чтобы она не пересекала заданное подмножество коразмерности 2.
Значит, то же верно и для многообразия, и, следовательно, кривую, соединяющую
две точки K, можно превратить в кривую, соединяющую их же и не пересекающую
pn´ 2q-остов.

Упражнение 2.30. Пусть K — триангуляция топологического (или гомологического)
многообразия, dimK “ n, и пусть J — симплекс размерности k. Для каждого мак-
симального симплекса I, содержащего J , рассмотрим его грань, противоположную J
(т.е. грань, вершины которой не содержатся в J). Обозначим эту грань символом IzJ .
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Рис. 1: Связный но не сильно связный симплициальный комплекс

Объединение симплексов IzJ по всем I, содержащим J , называется линком симплекса
J . Докажите, что

1. Линк является размерностно однородным пространством размерности n´ dim J ´ 1.

2. Линк имеет гомологии как у сферы размерности n´ dim J ´ 1.

3. Линк симплекса размерности n´ 2 гомеоморфен окружности.

4. Линк является гомологическим многообразием.

Упражнение 2.31. Используя предыдущее упражнение и индукцию, докажите, что
триангуляция связного гомологического многообразия сильно связна.

Двойственное блочное разбиение Пусть K — триангуляция многообразия X.
Определим барицентрическое подразбиение K 1 следующим образом. Пусть aI — бари-
центр симплекса I P K. Тогда k-мерные симплексы барицентрического подразбиения
имеют вид raI0 , aI1 , . . . , aIks, где I0 Ă I1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Ik — цепочки вложенных симплексов
комплекса K. Для симплекса I определим подмножество FI Ă K 1 как объединение
всех симплексов raI0 , aI1 , . . . , aIks, для которых I0 Ě I. Множество FI называется бло-
ком, двойственным к симплексу I. Определим также множество BFI как объединение
всех симплексов raI0 , aI1 , . . . , aIks, для которых I0 Ľ I.

Упражнение 2.32. Если X — многообразие размерности n, то dimFI “ n ´ dim I
и dim BFI “ n ´ dim I ´ 1. Симплекс I и двойственный блок FI пересекаются по
единственной точке — барицентру aI симплекса I.

Упражнение 2.33. I Ă J ô FJ Ă FI . Граница BFI является объединением блоков FJ
по всем J Ą I. Объединение всех блоков есть K.

Упражнение 2.34. Докажите, что FI — стягиваемо, а BFI гомеоморфно линку сим-
плекса I (см. упр.2.30). В частности, BFI имеет гомологии как у сферы размерности
n´ dim I ´ 1.

Упражнение 2.35. Пусть k “ dimFI . ТогдаHjpFI , BFj;Rq “ 0 при j ‰ k иHkpFI , BFj;Rq –
R.
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Разбиение многообразия X на блоки FI называется двойственным к триангуляции
K клеточным разбиением. Мы будем обозначать его через K˚.

Упражнения показывают, что двойственное разбиение K˚ очень похоже на кле-
точное разбиение — за тем лишь исключением, что FI могут не являться топологи-
ческими шарами. Однако они являются гомологическими шарами, и по разбиению
многообразия X на блоки FI можно построить “клеточные” гомологии — так же, как
это делалось для настоящих клеточных разбиений. Этим мы сейчас и займемся.

Рассмотрим двойственную фильтрацию K0 Ă K1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Kn “ K˚, где Kj

есть объединение всех блоков FI размерности ď j. Определим группу CjpK˚;Rq “
HjpK

j, Kj´1;Rq –
À

dimFI“j
HjpFI , BFI ;Rq при j ě 0. Зададим дифференциал B : CjpK˚;Rq Ñ

Cj´1pK
˚;Rq, как связывающий гомоморфизм

B˚ : HjpK
j, Kj´1;Rq Ñ Hj´1pK

j´1, Kj´2;Rq

из точной последовательности тройки pKj, Kj´1, Kj´2q. Тогда последовательность го-
моморфизмов

CnpK˚;Rq
d
Ñ Cn´1pK

˚;Rq
d
Ñ ¨ ¨ ¨

d
Ñ C1pK

˚;Rq
d
Ñ C0pK

˚;Rq
d
Ñ 0

является дифференциальным комплексом. Точно так же, как это делалось для кле-
точных комплексов, можно показать, что его гомологии HjpK

˚;Rq изоморфны сингу-
лярным гомологиям HjpX;Rq.

Предложение 2.36. Группы CjpK;Rq и Cn´jpK˚;Rq изоморфны, и при этих изомор-
физмах когомологический дифференциал разбиения K переходит в гомологический
дифференциал разбиения K˚.

Доказательство. Каждому симплексу I разбиенияK однозначно соответствует двой-
ственная клетка FI двойственного разбиения K˚, причем, если dim I “ j, то dimFI “
n´j, поэтому наличие изоморфизма между CjpK;Rq (группой, свободно порожденной
функциями на j-мерных симплексах) и Cn´jpK˚;Rq (группой, порожденной pn ´ jq-
мерными блоками) очевидно.

Чтобы построить изоморфизм, уважающий дифференциалы, надо согласовать ори-
ентации симплексов и блоков. Введем вспомогательное пространство. Пусть GI Ă K 1

есть объединение всех симплексов барицентрического подразбиения, содержащих ба-
рицентр aI , а BGI — его граница (т.е. объединение всех симплексов в GI , которые не со-
держат aI). Имеем GI “ Cone BGI и GI – BI ˚BFI . Ориентацией симплекса I, dim I “ j
называется образующая sI группы HjpI, BIq. Ориентацией блока FI , dimFI “ n ´ j
называется образующая tFI группы Hn´jpFI , BFIq. Скажем, что ориентации sI и tFI
согласованны, если при естественных изоморфизмах

HjpI, BIq bHn´jpFI , BFIq Ñ Hj´1pBIq bHn´j´1pBFIq Ñ Hn´1pBI ˚ BFIq “

“ Hn´1pBGIq Ð HnpGI , BGIq Ð HnpGI , GIzaIq Ð HnpX,XzaIq (2.3)

элемент sb t переходит в локальную ориентацию в точке aI P X.
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Пусть изоморфизм η : Cn´jpK˚;Rq Ñ CjpK;Rq отображает элемент tFI в симплици-
альную коцепь, которая принимает значение 1 на симплексе I и 0 на всех прочих сим-
плексах. Тогда имеем η ˝ B “ δ ˝ η (доказательство состоит в муторной проверке того,
что невырожденное спаривание (2.3) хорошо согласуется с приклеивающими отобра-
жениями B˚ : Hj`1pJ, BJq Ñ HjpI, BIq и B˚ : Hn´jpFI , BFIq Ñ Hn´j´1pFJ , BFJq).

В качестве следствия получаем, чтоHjpX;Rq – HjpK;Rq – Hn´jpK
˚;Rq – Hn´jpX;Rq.

2.5 Обобщения двойственности Пуанкаре

Приведем без доказательства некоторые обобщения двойственности Пуанкаре. Пусть
X — компактное (ориентируемое при R “ Z и произвольное при R “ Z2) многообразие
с краем, dimX “ n. Тогда существует выделенный элемент rXs P HnpX, BXq – R,
который также называется фундаментальным классом.

Теорема 2.37 (Двойственность Пуанкаре–Лефшеца). Пусть X — компактное мно-
гообразие с краем, dimX “ n. Тогда имеют место изоморфизмы, индуцированные
"-произведением с фундаментальным классом:

Hj
pX, BXq – Hn´jpXq, HjpX, BXq – Hn´j

pXq.

Теорема 2.38 (Двойственность Пуанкаре–Александера–Лефшеца). Пусть X — за-
мкнутое многообразие и B Ă A Ă X — замкнутые подмножества. Тогда

Hj
pXzB,XzAq – Hn´jpA,Bq.

В частности, HjpX,XzAq – Hn´jpAq.

Теорема 2.39 (Двойственность Александера). Пусть A Ă Sn — замкнутое подмно-
жество сферы. Тогда

rHjpAq – rHn´1´j
pSnzAq.

Упражнение 2.40. Вывести двойственность Пуанкаре, двойственность Пуанкаре–Лефшеца
и двойственность Александера из двойственности Пуанкаре–Александера–Лефшеца.

3 Гладкие многообразия
Способ определить умножение в когомологиях, введенный в прошлой части курса,
удобен и универсален, однако исторически он не был самым первым. Изначально под
умножением понималась теория пересечений на гладких многообразиях, имеющая
более наглядную и геометрическую природу.
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3.1 Основные определения

Пусть X — многообразие. Пусть U — окрестность точки x P X и ϕ : U Ñ V — го-
меоморфизм на подмножество Rn, существующий по определению. Подмножество U
(вместе с фиксированным гомеоморфизмом ϕ) называется картой на многообразии X.
Множество карт Uα, α P A, покрывающее все многообразие X, называется атласом на
X.

Допустим, что карты Uα, Uβ пересекаются. Тогда Vα,β
def
“ ϕαpUα X Uβq Ă Vα есть

открытое подмножество евклидова пространства Rn. Аналогично, Vα,β
def
“ ϕαpUα X

Uβq Ă Vα — есть (вообще говоря, уже другое) открытое подмножество в Rn. Имеем
гомеоморфизм

ψα,β : Vα,β
ϕ´1
α
Ñ Uα X Uβ

ϕβ
Ñ Vβ,α.

Гомеоморфизм ψα,β называется функцией склейки. Заметим, что функция склейки
отображает открытое подмножество Rn в открытое подмножество Rn.

Определение 3.1. Атлас называется гладким, если все функции склейки являются
гладкими отображениями с ненулевым якобианом. Два гладких атласа называются
эквивалентными, если их объединение — снова гладкий атлас. Гладкая структура
на X — это класс эквивалентности гладких атласов. Гладкое многообразие — это
топологическое многообразие с фиксированной на нем гладкой структурой.

Замечание 3.2. Понятие гладкого многообразия нетривиально по многим причинам.
Во-первых, существуют топологические многообразия (в том числе компактные), на
которых гладких атласов (а значит и гладких структур) нет. Во-вторых, существуют
топологические многообразия, и такие гладкие структуры на них, которые не перево-
дятся друг в друга никаким гомеоморфизмом.

Упражнение 3.3. На Sn,CP n, T n,RP n можно естественным образом ввести гладкую
структуру.

Упражнение 3.4. Ввести гладкую структуру на произведении гладких многообразий.

Упражнение 3.5. Докажите, что множество всех k-мерных векторных подпространств
в n-мерном векторном пространстве V (над R или C) является гладким многообра-
зием. Оно называется многообразием Грассмана или грассманианом и обозначается
GkpV q (или Gn,k).

Определение 3.6. Непрерывное отображение гладких многообразий f : Mm Ñ Nn

называется гладким в точке x PM , если существуют карты U1 Q x, φ : U1 Ñ V1 Ă Rm и
U2 Q fpxq, ψ : U2 Ñ V2 Ă Rn (в гладких атласах на M и N соотв.), такие что ψ ˝ f ˝φ´1

есть гладкое отображение из подмножества Rm в подмножество Rn. Отображение f
называется гладким, если оно гладкое во всех точках.

Гладкой кривой на M называется гладкое отображение l : RÑM . Пусть x PM , и
U Q x, φ : U Ñ V Ă Rm — карта гладкого атласа. Рассмотрим множество всех гладких
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кривых наM , таких что lp0q “ x, и введем на нем отношение эквивалентности: l1 „ l2,
если

distpφpl1ptqq, φpl2ptqqq “ ¯̄optq, tÑ 0.

Легко проверить, что это определение не зависит от выбора карты гладкого атласа.

Определение 3.7. Класс эквивалентности кривых называется касательным векто-
ром к гладкому многообразию в точке x. Множество касательных векторов к M в
точке x обозначается TxM .

Если фиксировать карту φ : U Ñ V Ă Rm, содержащую x, то каждому касательно-
му вектору rls, l : RÑM в точке x PM однозначно сопоставляется вектор Bφplptqq

Bt
P Rm.

Таким образом на TxM имеется структура векторного пространства над R. Эта струк-
тура не зависит от выбора карты в гладком атласе. TxM называется касательным
пространством в точке x PM .

Определение 3.8. Гладкое отображение f : Mm Ñ Nn переводит кривые на M в
кривые на N , причем эквивалентные кривые переходят в эквивалентные кривые. Та-
ким образом, определено отображение Dxf : TxM Ñ TfpxqN , называемое дифферен-
циалом отображения f в точке x. Дифференциал является линейным отображением
касательных пространств.

Определение 3.9. Гладкое отображение f : M Ñ N называется иммерсивным (со-
отв. субмерсивным) в точке x P M , если Dxf — мономорфизм (соотв. эпиморфизм).
f называется иммерсией или погружением (соотв. субмерсией), если оно иммерсивно
(соотв. субмерсивно) в каждой точке. f называется вложением, если оно является по-
гружением и гомеоморфно отображает многообразиеM на его образ. Образ вложения
f : M Ñ N называется гладким подмногообразием в N .

Определение 3.10. Если отображение f : M Ñ N субмерсивно в точке x P M , то
точка x называется регулярной. В противном случае x называется критической точ-
кой, а fpxq — критическим значением. Все точки y P N , не являющиеся критическими
значениями, называются регулярными значениями (даже если они не лежат в образе
f).

Теорема 3.11. Если y P N — регулярное значение для отображения f : M Ñ N , то
f´1pyq есть гладкое подмногообразие в M .

Определение 3.12. Отображение f : M Ñ N трансверсально к подмногообразию
A Ă N , если для любой точки y “ fpxq P A выполнено TyA`DxpTxMq “ TyN .

Теорема 3.13. Если f : M Ñ N трансверсально к подмногообразию A Ă N , то
f´1pAq является гладким подмногообразием в M . Коразмерность f´1pAq в M совпа-
дает с коразмерностью A в N .

Теорема 3.14 (Теорема Тома–Сарда о трансверсальности). Подпространство глад-
ких отображений f : M Ñ N трансверсальных к A Ă N всюду плотно в простран-
стве всех гладких отображений.
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Вывод из вышесказанного таков: если A,M — гладкие подмногообразия в N , то
одно из них всегда можно немного пошевелить так, чтобы они стали трансверсаль-
ными. В этом случае их пересечение A XM — это опять гладкое подмногообразие,
причем

codimpAXMq “ codimA` codimM.

Имеем TxpAXMq “ TxAX TxM Ă TxN для всех x P AXM .

3.2 Ориентация на трансверсальном пересечении

В гладком случае выбор локальной ориентации в точке x P M эквивалентен выбору
ориентации касательного пространства TxM .

ПустьM,A — трансверсальные гладкие подмногообразия многообразия N , и пусть
на всех многообразиях M,A,N зафиксирована ориентация. Положим n “ dimN , p “
codimA, q “ codimM .

Ориентации векторных пространств TxN , TxM , TxA определяют ориентацию век-
торного пространства TxAX TxM при помощи следующего соглашения. Выберем по-
ложительный базис

u1, . . . , un´p´q, v1, . . . , vq, w1, . . . , wp

пространства TxM таким образом, чтобы u1, . . . , un´p´q, v1, . . . , vq был положитель-
ным базисом пространства TxA, а u1, . . . , un´p´q, w1, . . . , wp был положительным ба-
зисом пространства TxM . Условимся считать u1, . . . , un´p´q положительным базисом
пространства TxpAXMq “ TxAX TxM .

Выбор ориентаций задает фундаментальные классы rN s P HnpN ;Zq, rAs P Hn´ppA;Zq,
rM s P Hn´qpM ;Zq, rA X M s P Hn´p´qpA X M ;Zq, а также изоморфизм Пуанкаре
D : HjpN ;Zq Ñ Hn´jpN ;Zq, φ ÞÑ rN s " φ. Образы фундаментальных классов rAs,
rM s, rA XM s при гомоморфизмах, индуцированных вложениями подмногообразий,
лежат в гомологиях многообразия N , и мы для удобства будем обозначать обозна-
чать их теми же символами, т.е. будем считать, что rAs P Hn´ppNq, rM s P Hn´qpNq,
rAXM s P Hn´p´qpNq.

Теорема 3.15. При условиях, описанных выше, имеем

D´1
prAXM sq “ D´1

prAsq ! D´1
prM sq.

Иными словами, операция геометрического пересечения циклов двойственна к опе-
рации умножения в когомологиях.

Приведем одно частное следствие, которое оказывается полезным на практике.
Пусть dimA ` dimM “ dimN , и пусть φA, φM — когомологические классы, двой-
ственные к подмногообразиям A и M . Тогда число

ş

N
pφA ! φMq P Z равно числу

точек пересечения подмногообразий A и M с учетом знаков.

Упражнение 3.16. Описать кольца когомологий многообразий T n,CP n,Mg, используя
пересечения подмногообразий.
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Упражнение 3.17. Часовщик смастерил часы с неразличимыми минутной и часовой
стрелкой. Сколько раз в день по таким часам нельзя точно определить время? Ход
стрелок непрерывный, циферблат 12-часовой.

Упражнение 3.18. (*) Сколько существует аффинных прямых в C3, которые пересека-
ют каждую из четырех данных прямых, находящихся в общем положении? Докажите,
что это число совпадает с |

ş

G2,4pCq ω
4
A|, где G2,4pCq — грассманиан 2-мерных плоско-

стей в 4-мерном вещественном пространстве, A Ă G2,4pCq — 3-мерное подмногообразие
плоскостей, пересекающих заданную плоскость, а ωA P H1pG2,4pCq;Zq— двойственный
к rAs когомологический класс.2

4 Расслоения со структурной группой

4.1 Главные G-расслоения

Везде далее G обозначает топологическую группу, то есть: G — группа, G — тополо-
гическое пространство, операции умножения GˆGÑ G и взятия обратного элемента
G Ñ G непрерывны. Более того, все пространства, включая G, в дальнейшем будут
предполагаться CW -комплексами

Определение 4.1. G-расслоением (или расслоением со структурной группой G) на-
зывается следующий набор объектов:

(1) p : E Ñ B — локально тривиальное расслоение со слоем F .
(2) Тривиализующее покрытие B “

Ť

αPA Uα вместе с набором тривиализаций
ϕα : p´1pUαq Ñ Uα ˆ F .

p´1pUαq
ϕα //

p
##

Uα ˆ F

pr1
{{

Uα

Пусть отображение ϕα,x : p´1pxq Ñ F задано формулой ϕα,xpyq “ pr2pϕαpyqq P F . Если
x P Uα X Uβ, то ψα,β,x “ ϕx,β ˝ ϕ

´1
x,α : F Ñ F называется функцией перехода.

(3) G — подгруппа группы гомеоморфизмов слоя G Ă HomeopF q, такая что все
функции перехода лежат в G и, кроме того, отображение ψα,β : UαXUβ Ñ G, xÑ ψα,β,x
непрерывно.

Говоря по-простому, G-расслоения — это расслоения, в которых все функции пе-
рехода лежат в G Ă HomeopF q.

Два G-расслоения называются эквивалентными, если у них совпадают p, E,B, а
объединение их тривиализующих покрытий вновь является тривиализующим покры-
тием для некоторого G-расслоения.

2Посчитать, что этот интеграл равен 2, — это уже дело техники
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Заметим, что функции перехода удовлетворяют следующим условиям, называе-
мым условиями коцикла:

ψα,β “ ψ´1
β,α, ψβ,γ ˝ ψα,β “ ψα,γ. (4.1)

Если дано пространство B, покрытие B “
Ť

αPA Uα, пространство F , подгруппа G его
гомеоморфизмов, и набор непрерывных отображений ψα,β : UαXUβ Ñ G, удовлетворя-
ющий условиям (4.1), то по этим данным можно единственным образом восстановить
G-расслоение:

E “
ğ

α

Uα ˆ F { „,

где px, fq „ px1, f 1q, если x “ x1 P Uα X Uβ, f 1 “ ψα,βpxqpfq.

Определение 4.2. Главным G-расслоением называется G-расслоение, у которого
слой F гомеоморфен G, причем G действует на F умножением слева.

Заметим, что G действует на F – G также умножением справа, и это действие
коммутирует с умножением слева. Поэтому корректно определено правое действие
G на тотальном пространстве главного G-расслоения. Это действие свободно, а его
орбиты — это в точности слои главного G-расслоения. Приходим к эквивалентному
определению.

Определение 4.3. Главным G-расслоением называется локально тривиальное рас-
слоение p : E Ñ B со свободным правым действием группы G на E, таким что орбиты
этого действия совпадают со слоями расслоения.

Базу главногоG-расслоения можно отождествить с пространством орбитG-действия.
Конструкция 4.4. По любому G-расслоению η можно каноническим способом постро-
ить главноеG-расслоение, взяв ту же базуB, то же покрытиеB “

Ť

α Uα и те же функ-
ции перехода ψα,β : Uα X Uβ Ñ G, но заменив слой на G. Это главное G-расслоение
называется ассоциированным с η.
Пример 4.5. Лента Мебиуса с краем представляет из себя Z2-расслоение с базой S1 и
слоем I “ r´1; 1s, где Z2 действует на I переменой знака. Ассоциированное главное
Z2-расслоение является расслоением над S1 со слоем F – Z2 из двух точек, а именно
двулистным накрытием S1 Ñ S1.

Утверждение 4.6. Пусть p : E Ñ B — G-расслоение со слоем F (соотв. главное G-
расслоение), и f : B1 Ñ B — непрерывное отображение. Тогда индуцированное рассло-
ение f˚E Ñ B1 является G-расслоением со слоем F (соотв. главным G-расслоением).
Гомотопные отображения f, f 1 индуцируют эквивалентные G-расслоения.

Напомним, что f˚E “ tpe, b1q P EˆB1 | ppeq “ fpb1qu, а отображение f˚E Ñ B1 есть
проекция на вторую координату.

Пусть EG — стягиваемый CW-комплекс, на котором G действует справа свобод-
но. Действие определяет на EG структуру главного G-расслоения pG : EG Ñ BG,
где BG “ EG{G — пространство орбит. Это расслоение называется универсальным
(главным) G-расслоением, а BG — классифицирующим пространством.
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Теорема 4.7 (Теорема о классификации главных G-расслоений). Для любого глав-
ного G-расслоения p : E Ñ B существует единственное с точностью до гомото-
пии отображение f : B Ñ BG, такое что p “ f˚EpG. Иными словами, множество
главных G-расслоений над B биективно множеству rB,BGs гомотопических классов
отображений из B в BG.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что на B задано регу-
лярное клеточное разбиение, т.е. такое, что отображение приклейки границы каждой
клетки является гомеоморфизмом на образ. Пусть p : E Ñ B главное G-расслоение.
Построим требуемое отображение f : B Ñ BG индукцией по клеткам. Пусть отобра-
жение f определено на остове Bk´1 и ek — k-мерная клетка. Отображение приклейки
Bek Ñ Bk´1 изоморфизм, поэтому ek стягиваема. Значит над ней расслоение E триви-
ально: E|ek – ekˆG и в частности оно тривиально над ее границей: E|Bek – BekˆG. Из
тривиальности над границей следует, что отображение f |Bek : Bek Ñ BG поднимается
до отображения r1 : Bek Ñ EG. Это отображение можно продолжить до отображения
r2 : ek Ñ EG, поскольку EG стягиваемо. Наконец, r2 можно разнести правым дей-
ствием группы, и получить отображение r3 : p´1pekq – ek ˆG Ñ EG. Таким образом,
мы продолжили отображение f на клетку ek.

Докажем единственность с точностью до гомотопии. Пусть f, g : B Ñ BG, E “

f˚EG “ g˚EG. Пару имеющихся G-эквивариантных отображений rf, rg : E Ñ EG мож-
но продолжить до G-эквивариантного отображения rH : E ˆ r0, 1s Ñ EG, такого что
rH0 “ f , rH1 “ g, поскольку EG стягиваемо. Это отображение опускается до гомотопии
H : B ˆ r0, 1s Ñ BG между f и g.

Из утверждения в частности следует, что универсальное расслоение pG : EGÑ BG
определено однозначно с точностью до гомотопии (в случае, если оно существует,
разумеется).
Замечание 4.8. Тривиальное расслоение над B очевидно индуцируется из отображе-
ния B Ñ BG, гомотопного отображению в точку.
Пример 4.9. Пусть G “ Z2. Рассмотрим S8 “ limÑn S

n, относительно направленной
системы S0 ãÑ S1 ãÑ S2 ãÑ . . . с топологией слабого предела. Пространство S8 яв-
ляется CW-комплексом. Имеем πnpS

8q “ 0 (поскольку πnpS
mq “ 0 при достаточно

больших m). Значит, по теореме Уайтхеда S8 стягиваемо. Группа Z2 свободно дей-
ствует на S8 антиподальным отображением. Значит S8 “ EZ2, а пространство орбит
S8{Z2 “ RP8 является классифицирующим пространством BZ2.

В качестве примера использования классификационной теоремы, опишем все глав-
ные Z2-расслоения над S1. По классификационной теореме это множество эквива-
лентно rS1,RP8s “ π1pRP8q “ Z2. Элементу 0 P π1pRP8q соответствует тривиальное
расслоение S1 ˆ Z2 Ñ S1 (это общий феномен, см. замечание 4.8), а нетривиальному
элементу a P π1pRP8q соответствует двулистное накрытие S1 Ñ S1, которое ранее
появилось в примере 4.5.
Пример 4.10. Пусть G “ Up1q – S1 – R{Z. Аналогично предыдущему примеру про-
веряется, что BS1 “ CP8.
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Теперь докажем, что универсальное расслоение и классифицирующее простран-
ство существуют для любой группы G. Для этого опишем явную конструкцию.

Конструкция 4.11 (Конструкция Мильграма–Стинрода). Рассмотрим конфигураци-
онное пространство X, элементы которого суть наборы конечного числа точек на
отрезке: 0 ď t1 ď . . . ď tn ď 1 с приписанными им весами w1, . . . , wn P G. Сделаем
некоторые отождествления, а именно:

(1) Разрешается слепить две точки с равными координатами в одну, при этом их
веса перемножить в правильном порядке. Иными словами, набор

pt1pw1q, . . . tipwiq, ti`1pwi`1q, . . . , tnpwnqq

отождествляется с набором

pt1pw1q, . . . tipwiwi`1q, . . . , tnpwnqq,

если ti “ ti`1. Также можно выбрасывать точки, заряд которых равен единице группы.
(2) Заряд любой точки в позиции 0 разрешается занулить (т.е. превратить в еди-

ницу группы).
Полученное конфигурационное пространство является стягиваемым. Чтобы полу-

чить гомотопию в точку, рассмотрим гомотопию, стягивающую отрезок r0; 1s в его
левый конец: эта гомотопия утаскивает все конфигурации в 0, где заряды зануляют-
ся. Можно также показать, что X является CW-комплексом, если таковым является
группа G.

Наконец, зададим на X правое действие: скажем, что под действием элемента
g P G, конфигурация pt1pw1q, . . . , tnpwnqq переходит в pt1pw1q, . . . , tnpwnq, 1pgqq (иными
словами действие подкручивает заряд самой правой точки). Это действие, очевид-
но, свободно. Значит X “ EG для группы G. Классифицирующее пространство BG,
таким образом, является конфигурационным пространством заряженных точек, в ко-
тором зануление происходит не только в левом конце отрезка, но и в правом конце.

Замечание 4.12. Из приведенной конструкции видна функториальность: непрерывно-
му гомоморфизму топологических групп G Ñ H соответствует отображение класси-
фицирующих пространств BGÑ BH. Также видно, что BpGˆHq “ BGˆBH.

Упражнение 4.13. Доказать, что в случае G “ Z2 конструкция Мильграма–Стинрода
тоже дает BG “ RP8.
Упражнение 4.14. Пусть G — дискретная группа. Доказать, что BG “ KpG, 1q.

Упражнение 4.15. (а) Доказать, что BT n » KpZn, 2q. (б) Доказать, что множество
главных T n-расслоений над CW-комплексом B биективно множеству H2pB;Zq, при-
чем тривиальному расслоению соответствует 0 P H2pB;Zq.
Упражнение 4.16. Опишите классифицирующее пространство свободной группы на
n образующих.
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Упражнение 4.17. Пусть Σn — группа перестановок n элементов. Для произволь-
ного топологического пространства X определим FnX “ tpx1, . . . , xnq P Xn | xi ‰
xj при i ‰ ju. Группа Σn естественным образом действует на FnX, переставляя точки
из набора. Пусть CnX “ FnX{Σn — пространство n-элементных подмножеств про-
странства X. Пространства FnX, CnX называются конфигурационными простран-
ствами (соотв. упорядоченных и неупорядоченных наборов точек). Докажите, что
BΣn “ CnR8.

4.2 Характеристические классы G-расслоений

Определение 4.18. Когомологиями группы G с коэффициентами в кольце R назы-
ваются когомологии ее классифицирующего пространства H˚pBG;Rq.

Замечание 4.19. Здесь может возникнуть путаница, поскольку G сама по себе являет-
ся топологическим пространством, а значит определены когомологии G в привычном
смысле. Для алгебраистов, однако, определение, приведенное выше, — первостепенно.
Приходится как-то с этим жить.

Зафиксируем пространство F , группу G его гомеоморфизмов, и кольцо коэффи-
циентов R.

Определение 4.20. Характеристическим классом G-расслоений со слоем F назы-
вается правило, которое каждому G-расслоению p : E Ñ B со слоем F сопоставляет
когомологический класс cppq P H˚pB;Rq таким образом, что для любого отображения
f : B1 Ñ B имеем

cpf˚pq “ f˚pcppqq. (4.2)

Здесь слева f˚p — индуцированное расслоение, а справа f˚ : H˚pB;Rq Ñ H˚pB1;Rq —
индуцированный гомоморфизм колец когомологий.

Из определения следует, что сумма, умножение на элементы изR, и "-произведение
характеристических классов вновь являются характеристическими классами. Значит
все характеристические классы образуют R-алгебру.

Теорема 4.21. Алгебра характеристических классов G-расслоений (с произвольным,
но фиксированным слоем) изоморфна когомологиям группы G, то есть кольцу H˚pBG;Rq.

Доказательство. Доказательство почти очевидно. Переходя к ассоциированным глав-
ным G-расслоениям, можно считать, что все расслоения главные. Характеристиче-
ский класс определен для всех расслоений, в том числе и для универсального. Полу-
чаем естественный гомоморфизм из кольца всех хар.классов в H˚pBG;Rq. С другой
стороны, любое главное расслоение индуцируется из универсального, а значит, лю-
бой элемент c P H˚pBG;Rq можно продолжить до хар.класса, используя формулу
(4.2).

В полную силу теория хар.классов начинает работать для векторных расслоений,
которым посвящены следующие разделы.
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Упражнение 4.22. ПустьG— дискретная группа. Докажите, что когомологииH˚pBG;Rq
можно вычислить следующим образом. Пусть CnpG;Rq — модуль всех функций из Gn

в R. Зададим гомоморфизм dn : CnpG;Rq Ñ Cn`1pG;Rq формулой

dnφpg1, . . . , gn`1q “

“ φpg2, . . . , gn`1q`

n
ÿ

i“1

p´1qiφpg1, . . . , gi´1, gi ¨gi`1, gi`2, . . . , gn`1q`p´1qn`1φpg1, . . . , gnq.

Проверьте, что dn`1 ˝ dn “ 0 и ker dn{ Im dn´1 – HnpBG;Rq (Указание: покажите,
что на конструкции Мильграма–Стинрода имеется естественная структура клеточ-
ного комплекса, и дифференциальный комплекс ее клеточных коцепей совпадает с
C˚pG;Rq).

4.3 Векторные расслоения

Определение 4.23. Локально тривиальное расслоение называется векторным рас-
слоением (вещественным или комплексным), если в его слоях задана структура век-
торного пространства (над R или C), непрерывно зависящая от точки базы.

Пользуясь введенным ранее формализмом можно дать менее понятное, но более
строгое эквивалентное определение

Определение 4.24. G-расслоение p : E Ñ B со слоем F называется вещественным
(соотв. ориентированным вещественным, соотв. комплексным) векторным расслоени-
ем, если F “ Rn, G “ GLpn,Rq (соотв. F “ Rn, G “ GLpn,Rq`, соотв. F “ Cn,
G “ GLpn,Cq) и G действует на F стандартным образом.

Это определение как раз означает, что все слои — векторные пространства, а все
функции перехода — линейные операторы. Ориентируемость означает, что функции
перехода — линейные операторы с положительным определителем.

Поскольку Cn – R2n, а GLpn,Cq Ă GLp2n,Rq, любое комплексное векторное рас-
слоение η можно превратить в вещественное векторное расслоение, которое называ-
ется его овеществлением и обозначается ηR.

Утверждение 4.25. Пусть η : E Ñ B — векторное расслоение и f : B1 Ñ B непре-
рывное отображение. Тогда индуцированное расслоение f˚η : f˚E Ñ B1 является век-
торным расслоением (того же типа, что и η).

Любому GLpn,Rq-расслоению E Ñ B с произвольным слоем F , можно сопоставить
n-мерное векторное расслоение с той же базой, покрытием базы, и теми же функци-
ями перехода между элементами покрытия. Оно называется ассоциированным с E
векторным расслоением. В зависимости от ситуации бывает удобно работать либо с
ассоциированным главным GLpn,Rq-расслоением (у которого слой — GLpn,Rq), либо
с ассоциированным векторным расслоением (у которого слой Rn).
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Векторное расслоение с базой B можно рассматривать как набор векторных про-
странств, параметризованный точками из B. Как следствие, с векторными расслое-
ниями над фиксированной базой можно проделывать все те же операции, что и над
обычными векторными пространствами: брать прямые суммы, тензорные произведе-
ния, переходить к двойственному пространству, брать внешнюю степень, симметри-
ческую степень, овеществлять, комплексифицировать и т.д.. Все эти операции произ-
водятся послойно. Чтобы не определять каждую из них по отдельности, используем
следующий трюк.

Конструкция 4.26. Пусть Vect — категория векторных пространств и F : VectkˆpVect˚ql Ñ
Vect — pk`lq-местный непрерывный функтор (ковариантный по k переменным, и кон-
травариантный по l-переменным). Этот функтор есть правило, которое каждому набо-
ру векторных пространств pV1, . . . , Vk,W1, . . . ,Wlq сопоставляет векторное простран-
ство FpV1, . . . ,Wlq, а набору линейных отображений f1 : V1 Ñ V 11 , . . ., fk : Vk Ñ V 1k ,
g1 : W1 Ñ W 1

1, . . ., gl : Wl Ñ W 1
l линейное отображение

Fpf1, . . . , glq : FpV1, . . . , Vk,W
1
1, . . . ,W

1
l q Ñ FpV 11 , . . . , V 1k ,W1, . . . ,Wlq,

удовлетворяющее набору естественных условий (тождественные отображения перехо-
дят в тождественные, композиция в композицию, F непрерывен на гомоморфизмах).
Пусть η1, . . . , ηk, ξ1, . . . , ξl — векторные расслоения с базой B. Можно считать, что у
них есть общее тривиализующее покрытие B “

Ť

α Uα, поскольку всегда можно пе-
рейти к общему измельчению. Результатом применения функтора F к расслоениям
η1, . . . , ηk, ξ1, . . . , ξl называется расслоение Fpη1, . . . , ηk, ξ1, . . . , ξlq, слоем которого яв-
ляется векторное пространство FpFη1 , . . . , Fηk , Fξ1 , . . . , Fξlq, а функциями перехода —
гомоморфизмы

Fppψη1qα,β, . . . , pψηkqα,β, pψξ1qα,β, . . . , pψξlqα,βq.

Замечание 4.27. Таким образом, например, определена операция прямой суммы век-
торных расслоений ξ1 : E1 Ñ B и ξ2 : E2 Ñ B, которая обозначается ξ1‘ξ2. Она также
называется суммой Уитни векторных расслоений. Эквивалентным образом ее можно
определить, как расслоение над B, индуцированное диагональю ∆: B Ñ B ˆ B из
декартова произведения ξ1 ˆ ξ2 : E1 ˆ E2 Ñ B ˆB.

Предложение 4.28. В слоях вещественного (соотв. комплексного) векторного рас-
слоения над паракомпактной базой можно задать положительно определенное ска-
лярное (соотв. эрмитово) произведение, непрерывно зависящее от точки базы.

Доказательство. Пусть B “
Ť

α Uα — тривиализующее покрытие. Согласно пара-
компактности, можно считать, что оно локально конечно. Выберем замкнутые мно-
жества Zα Ă Uα, так чтобы их внутренности по прежнему покрывали B и рассмот-
рим функции φα : B Ñ r0; 1s, такие что φαpBzUαq “ 0, φαpZαq “ 1. На каждом Uα
расслоение тривиализуется, поэтому над этим множеством можно выбрать скалярное
произведение gα : p´1pxq ˆ p´1pxq Ñ R. Наконец, рассмотрим скалярное произведе-
ние

ř

α φαgα : p´1pxq ˆ p´1pxq Ñ R. Оно корректно определено, поскольку в каждой
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точке x P B лишь конечное число слагаемых ненулевые, и оно является скалярным
произведением в каждой точке. Комплексный случай аналогичен.

Поскольку существует скалярное произведение, мы можем считать, что струк-
турная группа вещественных векторных расслоений — это не группа GLpn,Rq, а ее
максимальная компактная подгруппа Opnq (то есть можно считать, что все функ-
ции перехода — ортогональные преобразования). Аналогично, можно считать, что
структурная группа комплексных векторных расслоений — это не GLpn,Cq, а ее мак-
симальная компактная подгруппа Upnq.

Этот же вывод можно было сделать исходя из того, что GLpn,Rq ретрагируется
на Opnq, а GLpn,Cq ретрагируется на Upnq (посредством ортогонализации Грамма–
Шмидта). Действительно, множество расслоений над B, имеющих структурную груп-
пу GLpn,Rq, совпадает с rB,BGLpn,Rqs “ rB,BOpnqs, а значит совпадает с множе-
ством расслоений над B, имеющих структурную группу Opnq. В такой ситуации гово-
рят, что структурная группа GLpn,Rq редуцировалась к Opnq. Аналогичным образом,
структурная группа GLpn,Rq` ориентированных расслоений редуцируется к SOpnq.
Замечание 4.29. Заметим, что S1 “ Up1q, поэтому одномерные комплексные рассло-
ения над B классифицируются классами отображений rB,BS1s. В примере 4.10 мы
выяснили, что BS1 “ CP8. Универсальное векторное расслоение, соответствующее
универсальному главному S1-расслоению S8 Ñ CP8 легко описать: над каждой точ-
кой l P CP8 висит сама прямая l Ă C8. Пусть t P H2pCP8;Zq — образующая кольца
H˚pCP8;Zq – Zrts. Любое одномерное комплексное расслоение η над B индуцируется
из универсального при помощи однозначно определенного отображения f : B Ñ CP8.
Значит определен когомологический класс c1pηq

def
“ f˚ptq P H2pB;Zq, называемый пер-

вым классом Черна одномерного векторного расслоения η.
Пример 4.30. Пусть γ1 : E Ñ CP n — каноническое одномерное расслоение, то есть
расслоение, слоем которого над точкой l P CP n является сама прямая l Ă Cn`1.
Его первый класс Черна совпадает с образующей кольца когомологий проективного
пространства: c1pγ1q “ t, где H˚pCP n;Zq – Zrts{ptn`1q.3

Далее символами Rk, Ck будут обозначаться тривиальные расслоения (над базой,
понятной из контекста).

Определение 4.31. Пусть η : E Ñ B — векторное расслоение. Сечением расслоения
называется непрерывное отображение s : B Ñ E, такое что η˝s “ idB. Если значением
s в каждой точке является ненулевой вектор слоя, то сечение называется нигде не
нулевым. Набор сечений s1, . . . , sk называется всюду линейно независимым, если их
значения в любой точке линейно независимы.

Упражнение 4.32. n-мерное расслоение тривиально тогда и только тогда, когда оно
допускает n линейно независимых сечений.
Упражнение 4.33. Если на расслоении η есть скалярное произведение, то HomRpη,Rq –
η.

3Иногда бывает удобно считать c1pγq “ ´t. Этот знак является неизбежным злом.
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С комплексными расслоениями ситуация чуть сложнее. Пусть η — комплексное
расслоение с оператором комплексной структуры J : η´1pxq Ñ η´1pxq, J2 “ ´1. Сим-
волом η̄ обозначается сопряженное расслоение, то есть расслоение в котором J заме-
нили на ´J .

Упражнение 4.34. Если на комплексном расслоении η есть эрмитово произведение,
то HomCpη,Cq – η̄.

Упражнение 4.35. Докажите, что для любого вещественного расслоения η над ком-
пактной базой B найдется такое векторное расслоение ξ над B, что η‘ξ — тривиальное
расслоение. Докажите, что требование компактности базы убрать нельзя.

Упражнение 4.36. Докажите, что операция тензорного произведения задает на мно-
жестве (классов изоморфизма) одномерных вещественных расслоений над B структу-
ру группы. Если на η есть скалярное произведение, то η является элементом порядка
2 или единицей в этой группе.

Упражнение 4.37. Докажите, что группа из предыдущей задачи изоморфнаH1pB;Z2q.

Упражнение 4.38. Рассмотрим множество V BpXq всех вещественных (соотв. ком-
плексных) расслоений над заданным X. Операции прямой суммы и тензорного про-
изведения задают на этом множестве структуру полукольца. Соответствующее кольцо
Гротендика (т.е. множество формальных разностей η ´ ξ, η, ξ P V BpXq) называется
K-теорией пространства X и обозначается KOpXq (в комплексном случае KpXq). До-
казать, что Kpptq “ KOpptq “ Z. Непрерывное отображение f : X Ñ Y индуцирует
гомоморфизм f˚ : KpY q Ñ KpXq. Гомотопные отображения индуцируют одинаковые
гомоморфизмы.

Упражнение 4.39. Пусть X — компактный CW-комплекс, а CpXq — алгебра непре-
рывных вещественнозначных функций на X. Пусть η — вещественное векторное рас-
слоение над X. Докажите, что множество сечений Γpηq расслоения η обладает струк-
турой модуля над CpXq. (а) Докажите, что модуль Γpηq свободен в том и только том
случае, когда η тривиально. (б) Модуль прямой суммы расслоений равен прямой сум-
ме модулей. (в) Докажите, что для произвольного расслоения η модуль Γpηq является
проективным (то есть прямым слагаемым в свободном модуле).

4.4 Когомологии линейных групп

Для того, чтобы исследовать характеристические классы векторных расслоений, необ-
ходимо вычислить когомологии пространств BOpnq и BUpnq, чем мы и займемся. В
случае групп GLpn;Cq и GLpn;Rq (или их максимальных компактных подгрупп Upnq и
Opnq) существует классический способ построения универсальных расслоений и клас-
сифицирующих пространств.

Определение 4.40. Пусть Vm,n (соотв. Vm,npCq) — множество ортонормированных
n-реперов в m-мерном пространстве Rm (соотв. Cm). Пространства Vm,n, Vm,npCq на-
зываются многообразиями Штифеля.
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Пусть Gm,n (соотв. rGm,n, соотв. Gm,npCq) — множество n-плоскостей в Rm (соотв.
ориентированных n-плоскостей в Rm, соотв. комплексных n-плоскостей в Cm). Про-
странства Gm,n, rGm,n, Gm,npCq называются многообразиями Грассманна, или грассма-
нианами (неориентированным, ориентированным и комплексным соотв.)

Для удобства мы ограничимся вещественным случаем, хотя комплексный полно-
стью аналогичен.

ГруппаOpnq свободно действует на Vm,n ортогональным преобразованием n-реперов,
а пространство орбит этого действия — в точности многообразие Грассманна: Vm,n{Opnq –
Gm,n.

Пусть Vm,n ãÑ Vm`1,n отображение многообразий Штифеля, индуцированное вло-
жением Rm ãÑ Rm`1. Пусть V8,n обозначает прямой предел последовательности отоб-
ражений

Vm,n ãÑ Vm`1,n ãÑ Vm`2,n ãÑ Vm`3,n ãÑ ¨ ¨ ¨

снабженный слабой топологией. Пространство V8,n (которое можно понимать как мно-
жество n-реперов в R8, попадающих в конечное подпространство Rm Ă R8) называет-
ся бесконечномерным пространством Штифеля. Аналогичным образом отображения
Gm,n ãÑ Gm`1,n, индуцированные вложениями Rm ãÑ Rm`1 дают бесконечную цепочку
вложений

Gm,n ãÑ Gm`1,n ãÑ Gm`2,n ãÑ Gm`3,n ãÑ ¨ ¨ ¨ ,

прямой предел G8,n которой называется бесконечным грассманианом.
Группа Opnq свободно действует на V8,n, и пространство орбит совпадает с G8,n.

Как для многообразий Штифеля, так и для грассманнианов существуют клеточные
структуры, которые уважаются включениями, а значит V8,n и G8,n являются CW-
комплексами.

Предложение 4.41. Пространство V8,n стягиваемо.

Доказательство. Докажем, что πkpVm,nq “ 0 при k ă m´n. Отсюда будет следовать,
что πkpV8,nq “ 0 для всех k, а значит V8,n стягиваемо по теореме Уайтхеда.

Рассмотрим отображение f : Vm,n Ñ Sm´1, которое сопоставляет реперу его пер-
вый вектор. Поскольку оставшиеся векторы являются репером в пространстве раз-
мерности m´ 1, ортогональном первому вектору, f является локально тривиальным
расслоением со слоем Vm´1,n´1. Равенство πkpVm,nq “ 0 при k ă m ´ n теперь следу-
ет по индукции из точной последовательности гомотопических групп для расслоения
f : Vm,n Ñ Sm´1.

Таким образом V8,n “ EOpnq, G8,n “ BOpnq. Аналогично доказывается, что

rG8,n “ BSOpnq G8,npCq “ BUpnq.

Теорема 4.42. H˚pG8,npCq;Zq – Zrc1, . . . , cns, deg ci “ 2i и H˚pG8,n;Z2q – Z2rw1, . . . , wns,
degwi “ i.
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Для доказательства нам понадобится теорема Лере–Хирша, представляющая са-
мостоятельный интерес, а также одно простое следствие из нее. Теорема Лере–Хирша
является в некотором роде обобщением формулы Кюннета на расслоения.

Теорема 4.43 (Теорема Лере–Хирша). Пусть p : E Ñ B — локально тривиаль-
ное расслоение со слоем F , R — кольцо коэффициентов. Допустим, что H˚pF ;Rq
является свободным модулем над R и допустим, что существуют такие классы
φ1, . . . , φs P H

˚pE;Rq, что их ограничения i˚pφ1q, . . . , i
˚pφsq дают базис в H˚pF ;Rq

для любого вложения слоя i : F Ñ E. Тогда H˚pE;Rq является свободным H˚pB;Rq-
модулем с базисом φ1, . . . , φs. Более точно, отображение

ΦB : H˚
pB;Rq bR H

˚
pF ;Rq Ñ H˚

pE;Rq,
ÿ

k,l

bk b i
˚
pφlq ÞÑ

ÿ

k,l

p˚pbkq ! φl.

является изоморфизмом H˚pB;Rq-модулей.

Доказательство. Приведем набросок доказательства. При помощи точной последо-
вательности Майера–Вьеториса можно доказать, что, если ΦB1 , ΦB2 и ΦB1XB2 — изо-
морфизмы, то ΦB1YB2 — тоже изоморфизм. Таким образом, нужно доказать утвер-
ждение для достаточно малого подмножества B1 Ă B. Но над достаточно малым
подмножеством расслоение тривиально, и теорема сводится к формуле Кюннета.

Пусть p : X Ñ B — локально тривиальное расслоение со слоем CP k и компактной
базой B. Пусть γ1,X : E Ñ X — каноническое одномерное комплексное расслоение,
то есть расслоение, слоем которого над x является соответствующая прямая4 из слоя
l P CP k. Напомним (см. замечание 4.29), что c1pγ1,Xq P H

2pX;Zq обозначает первый
класс Черна линейного расслоения γ1,X .

Следствие 4.44. Пусть p : X Ñ B — локально тривиальное расслоение со слоем
CP k, γ1,X : E Ñ X — каноническое одномерное расслоение над X, и t “ c1pγ1,Xq. Тогда
H˚pXq есть свободно порожденный модуль над H˚pBq с базисом 1, t, . . . , tk.

Доказательство. Когомологии CP k есть свободный Z-модуль. Пусть i : CP k Ñ X
вложение произвольного слоя. Тогда индуцированное расслоение i˚γ1,X есть по опре-
делению каноническое расслоение γ1 над CP k. Из определения хар.классов следует,
что i˚t “ i˚c1pγ1,Xq “ c1pi

˚γ1,Xq. Последний класс есть образующая кольца H˚pCP k;Zq
(см. пример 4.30). Значит i˚p1q, i˚ptq, . . . , i˚ptkq свободно порождают H˚pCP kq для лю-
бого слоя и применима теорема Лере–Хирша.

4строго говоря, в этом абзаце надо рассматривать не произвольные расслоения со слоем CP k, а
проективизации векторных расслоений. В этом случае γ1,X определяется строго следующим образом.
Пусть p — проективизация векторного расслоения ξ над B. Поскольку B компактно, ξ можно считать
подрасслоением в трививальном B ˆ CN . Переходя к проективизации, получаем, что X является
подмножеством в B ˆ CPN´1. Расслоение γ1,X — это расслоение, индуцированное из γ1 над CPN´1

последовательностью отображений X ãÑ B ˆ CPN´1 Ñ CPN´1, где первая стрелка — включение, а
вторая — проекция на второй сомножитель.
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Теперь мы готовы доказать Теорему 4.42.

Доказательство. Докажем только комплексный случай, вещественный аналогичен.
Вложение максимального тора T n Ñ Upnq (в качестве диагональных матриц) инду-
цирует отображение BT n Ñ BUpnq, а значит и гомоморфизм колец P : H˚pBUpnqq Ñ
H˚pBT nq – Zrt1, . . . , tns, deg ti “ 2. План: (1) Образ P лежит в симметрических много-
членах Zrt1, . . . , tnsSn . (2) P инъективен. (3) Образ P совпадает с Zrt1, . . . , tnsSn . Отсю-
да все следует, поскольку Zrt1, . . . , tnsSn “ Zrσ1, . . . , σns, где σi — i-й симметрический
многочлен, deg σi “ 2i.

(1) Неформально говоря, это следует из того, что T n можно непрерывно “про-
крутить” внутри Upnq, так чтобы его координатные подторы поменялись местами.
Рассмотрим случай n “ 2. Рассмотрим отображение s : T 2 Ñ T 2, переставляющее
координаты. Индуцированное отображение Bs˚ : H˚pBT 2q Ñ H˚pBT 2q переставляет
образующие кольца многочленов. Докажем, что диаграмма

H˚pBT 2q
Bs˚

//

P ''

H˚pBT 2q

Pww
H˚pBUp2qq

(4.3)

коммутативна. Заметим, что унитарная матрица
ˆ

t1 0
0 t2

˙

отличается от
ˆ

t2 0
0 t1

˙

со-

пряжением на элемент A “

ˆ

0 1
´1 0

˙

P Up2q. Пусть h : r0, 1s Ñ Up2q — путь в Up2q,

соединящий 1 с A, а rh : r0; 1s Ñ AutpUp2qq, rhptq : M Ñ hptqMhptq´1 — непрервыное
семейство внутренних автоморфизмов. Из наличия гомотопии rh между idUp2q и авто-
морфизмом сопряжения на A следует, что автоморфизм сопряжения на A индуцирует
тождественный гомоморфизм H˚pBUp2qq Ñ H˚pBUp2qq. С другой стороны, у под-
группы T 2 Ă Up2q он меняет местами координаты. Отсюда следует коммутативность
диаграммы (4.3). Значит образ H˚pBUp2qq в H˚pBT 2q состоит из симметрических
многочленов. Общий случай n ą 2 аналогичен (достаточно прокручивать двумерные
подторы, а это мы уже умеем).

(2) Пусть 0 ă j1 ă j2 ă ¨ ¨ ¨ ă jk ď m. Цепочка вложенных подпространств

W1 Ă W2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Wk Ă Cm, dimWi “ ji,

называется флагом в Cm типа pj1, . . . , jkq. Пусть Fm;j1,...,jk — многообразие всех флагов
Cm типа pj1, . . . , jkq (упр.: проверьте, что это многообразие). Пусть также F8;j1,...,jk “

limÑm Fm;j1,...,jk — объединение пространств флагов, снабженное слабой топологией.
Имеем отображение V8,n Ñ F8,1,2,...,n, которое каждому ортонормированному ре-

перу pe1, . . . , enq сопоставляет флаг

xe1y Ă xe1, e2y Ă ¨ ¨ ¨ Ă xe1, . . . , eny.
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Заметим, что на V8,n есть естественное свободное действие тора T n: pt1, . . . , tnq¨pe1, . . . , enq “
pt1e1, ¨ ¨ ¨ , tnenq, причем пространством орбит этого действия как раз является F8,1,2,...,n
(проверьте это!). Таким образом, можно считать, что F8,1,2,...,n “ BT n, поскольку
F8,1,2,...,n есть база главного T n-расслоения со стягиваемым тотальным пространством
V8,n.

На пространстве флагов F8,1,2,...,n есть n канонических одномерных расслоений
ξ1, . . . , ξn. Слоем ξi над флагом W1 Ă W2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Wk является фактор Wi{Wi´1. Из
конструкций следует, что первые классы Черна ti “ c1pξiq P H

2pF8,1,2,...,nq являются
образующими кольца H˚pF8,1,2,...,nq “ H˚pBT nq – Zrt1, . . . , tns.

Рассмотрим башню расслоений

F8,1,2,...,n
p2
Ñ F8,2,...,n

p3
Ñ F8,3,...,n

pn
Ñ ¨ ¨ ¨F8,n “ G8,n,

где отображение pj : F8,j´1,...,n Ñ F8,j...,n “забывает” наименьшее пространство фла-
га. Расслоение pj очевидно имеет слой CP j´1 (это все возможные способы выбрать
Wj´1, dimWj´1 “ j ´ 1 внутри Wj – Cj). Многократно применяя следствие 4.44, по-
лучаем цепочку утверждений: H˚pF8,1,2,...,nq есть свободный модуль над H˚pF8,2,...,nq с
базисом 1, t2; H˚pF8,2,3,...,nq есть свободный модуль над H˚pF8,3,...,nq с базисом 1, t3, t

2
3,

. . ., H˚pF8,n´1,nq есть свободный модуль над H˚pF8,nq с базисом 1, tn, . . . , t
n´1
n . Значит

H˚pF8,1,2,...,nq – Zrt1, . . . , tns есть свободный модуль над H˚pG8,nq с базисом ti11 ¨ ¨ ¨ t
in
n ,

где 0 ď is ď s´ 1. В частности, отображение H˚pG8,nq Ñ H˚pBT nq инъективно5.
(3) Заметим, что Zrt1, . . . , tns является свободным модулем над Zrt1, . . . , tnsSn с ба-

зисом ti11 ¨ ¨ ¨ tinn , где 0 ď is ď s´1 (упражнение по алгебре). Значит, H˚pG8,nq совпадает
с Zrt1, . . . , tnsSn .

5 Характеристические классы векторных расслоений

5.1 Характеристические классы Черна и Штифеля–Уитни

Далее, ci P H2ipBUpnq;Zq будет обозначать стандартную образующую кольцаH˚pBUpnq;Zq,
соответствующую i-му элементарному симметрическому многочлену. Аналогично, wi P
H ipBOpnq;Z2q обозначает стандартную образующую кольца H˚pBOpnq;Z2q, соответ-
ствующую i-му элементарному симметрическому многочлену.

Определение 5.1. Пусть η : E Ñ B — n-мерное комплексное расслоение и пусть η
классифицируется отображением f : B Ñ BUpnq. Элемент cipηq

def
“ f˚pciq P H

2ipB;Zq
называется i-м классом Черна расслоения η. Формальная сумма cpηq “ 1 ` c1pηq `
¨ ¨ ¨ ` cnpηq P

À

iH
2ipB;Zq называется полным классом Черна.

Определение 5.2. Пусть η : E Ñ B — n-мерное вещественное расслоение и пусть η
классифицируется отображением f : B Ñ BOpnq. Элемент wipηq

def
“ f˚pwiq P H

ipB;Z2q

5В этом пункте мы не очень аккуратно относимся к символам ti: в следствии 4.44 t было классом
Черна канонического расслоения, а у нас расслоения вообще-то немного другие. Додумайте пропу-
щенные детали самостоятельно.
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называется i-м классом Штифеля–Уитни расслоения η. Формальная сумма wpηq “
1` w1pηq ` ¨ ¨ ¨ ` wnpηq P

À

iH
ipB;Z2q называется полным классом Штифеля–Уитни.

Из теорем 4.21 и 4.42 следует, что любой хар.класс комплексных расслоений (с
коэффициентами в Z) есть многочлен от классов Черна, а любой хар.класс веще-
ственных расслоений (с коэффициентами в Z2) есть многочлен от классов Штифеля–
Уитни.

Пусть η : E Ñ B — n-мерное комплексная расслоение. Рассмотрим t1pηq, . . . , tnpηq
— формальные символы, такие что σipt1pηq, . . . , tnpηqq “ cipηq, где σi — i-й элементар-
ный симметрический многочлен. Сами по себе tipηq нигде не лежат, это просто сим-
волы. Однако, произвольный симметрический многочлен от этих элементов является
корректно определенным когомологическим классом в B. Действительно, симметри-
ческий многочлен выражается через элементарные симметрические единственным об-
разом, а значит в это выражение можно подставить классы Черна и подсчитать зна-
чение многочлена на них6. Символы t1pηq, . . . , tnpηq называются корнями Черна (или
виртуальными классами Черна. Имеем тождество

cpηq “
n
ź

i“1

p1` tipηqq.

Аналогично определяются корни Штифеля–Уитни (виртуальные классы Штифеля–
Уитни).

Предложение 5.3. Пусть ξ‘η — прямая сумма комплексных расслоений над базой
B. Тогда cpξ ‘ ηq “ cpξqcpηq P H2˚pB;Zq. Аналогично, для вещественных расслоений
имеем wpξ ‘ ηq “ wpξqwpηq P H˚pB;Z2q.

Доказательство. Пусть n, k — размерности ξ и η соотв. Пусть f : B Ñ BUpnq клас-
сифицирует ξ, а g : B Ñ BUpkq классифицирует η. Из определения (см. замеча-
ние 4.27) следует, что расслоение ξ ‘ η классифицируется композицией B

∆
Ñ B ˆ

B
fˆg
Ñ BUpnq ˆ BUpkq

ı
Ñ BUpn ` kq, где последнее отображение индуцировано есте-

ственным отображением Upnq ˆ Upkq Ñ Upn ` kq, которое матрицам C,D сопостав-
ляет блочную матрицу с блоками C,D. Пусть ci — i-ая стандартная образующая
кольца H˚pBUpnqq Ă H˚pBUpnq ˆ BUpkqq, c1i — i-ая стандартная образующая коль-
ца H˚pBUpkqq Ă H˚pBUpnq ˆ BUpkqq, а di — i-ая стандартная образующая кольца
H˚pBUpn` kqq. Из соображений универсальности достаточно доказать, что в кольце
H˚pBUpnq ˆBUpkqq выполнено соотношение

ÿ

i

ı˚di “ p
ÿ

i

ciqp
ÿ

i

c1iq. (5.1)

6На четномерных когомологиях !-произведение коммутативно, поэтому корректно определено
значения многочленов от четномерных когомологических классов. В вещественном случае тоже нет
проблемы: !-произведение когомологий над Z2 коммутативно во всех размерностях. В этих случаях
мы не пишем значок ! — и так понятно, о каком умножении идет речь
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Имеем коммутативные диаграммы

T n ˆ T k

��

T n`k

��
Upnq ˆ Upkq // Upn` kq

H˚pBUpn` kqq //

��

H˚pBUpnq ˆBUpkqq

��
H˚pBT n`kq H˚pBT n ˆBT kq

Пусть t1, . . . , tn — образующие кольца H˚pBT nq, а t11, . . . , t
1
k — образующие кольца

H˚pBT kq. Таким образом, ci есть i-ая элементарная симметрическая функция от ti,
c1i есть i-ая элементарная симметрическая функция от t1i, а di есть i-ая элементарная
симметрическая функция от объединенного набора ti, t1i. Имеем

ř

i ci “
śn

i“1p1 ` tiq,
ř

i c
1
i “

śk
i“1p1 ` t1iq, а

ř

i ı
˚di “

śn
i“1p1 ` tiq

śk
i“1p1 ` t1iq. Тождество (5.1) становится

очевидным.

Замечание 5.4. Более эзотерическая формулировка Предложения 5.3 имеет такой вид:
корни Черна расслоения ξ ‘ η есть объединение корней Черна расслоения ξ и корней
Черна расслоения η.

Следствие 5.5. Пусть расслоение η расщепляется в прямую сумму одномерных
η “ ξ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ ξn. Тогда cpηq “

śn
i“1p1` tiq, где ti “ c1pξiq.

Иными словами, для расщепимых расслоений корни Черна (соотв. Штифеля–
Уитни) являются корректно определенными элементами группыH2pB;Zq (соотв.H1pB;Z2q).
Это просто первые классы Черна или Штифеля–Уитни одномерных слагаемых.

Упражнение 5.6. (а) Пусть SZn2 “ tpε1, . . . , εnq P Zn2 |
ř

εi “ 0 mod 2u. Рассмотрев
коммутативную диаграмму групп (слева) и соответствующих гомоморфизмов кого-
мологий классифицирующих пространств (справа)

SZn2
� � //
� _

��

SOpnq� _

��
Zn2
� � // Opnq

H˚pBOpnq;Z2q //

��

H˚pBZn2 ;Z2q

��
H˚pB SOpnq;Z2q

“ // H˚pBSZn2 ;Z2q

докажите, чтоH˚pB SOpnq;Z2q – Z2rw2, w3, . . . , wns, degwi “ i, а гомоморфизмH˚pBOpnq;Z2q –

Z2rw1, w2, . . . , wns Ñ H˚pB SOpnq;Z2q посылает w1 в 0, а остальные образующие тож-
дественно.

(б) Докажите, что вещественное векторное расслоение η ориентируемо тогда и
только тогда, когда w1pηq “ 0.

Упражнение 5.7. Пусть SUpnq — группа унитарных матриц с определителем 1. До-
казать, что структурную группу комплексного расслоения ξ можно редуцировать к
SUpnq тогда и только тогда, когда c1pξq “ 0.
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5.2 Первые свойства

Переключимся для разнообразия на классы Штифеля–Уитни (для Черна все анало-
гично).

Предложение 5.8. 1. Если вещественное расслоение ξ : E Ñ B тривиально, то
wpBq “ 1 P H0pB;Z2q.

2. Если η произвольно, а ξ тривиально, то wpη ‘ ξq “ wpηq.

3. Если n-мерное расслоение η допускает k линейно независимых сечений, то wipηq “
0 при i ą n´ k.

Доказательство. Первые два пункта очевидны из уже доказанного. Докажем (3). На-
бор k линейно независимых сечений s1, . . . , sk задает векторное подрасслоение ξ, слоем
которого над x P B является линейная оболочка xs1pxq, . . . , skpxqy. Сечения s1, . . . , sk
задают тривиализацию ξ, поэтому wpξq “ 1. Пусть ξK ортогональное дополнение к
ξ в η (оно определено, потому что в слоях η можно ввести скалярное произведение,
непрерывно зависящее от точек базы, см. Предложение 4.28), dim ξK “ n ´ k. Тогда
η “ ξ ‘ ξK, wpηq “ wpξKq. Но wipξKq “ 0 при i ą n ´ k по соображениям размерно-
сти.

Замечание 5.9. Допустим, что сумма расслоений ξ и η является тривиальным расслое-
нием. Тогда wpξqwpηq “ 1 в H˚pB;Z2q. Это можно расписать в виде цепочки тождеств

w1pξq ` w1pηq “ 0,

w2pξq ` w1pξqw1pηq ` w2pηq “ 0,

. . .

wnpξq ` wn´1pξqw1pηq ` . . .` wnpηq “ 0, . . .

Зная все wipξq, можно рекуррентно вычислить wipηq однозначным образом. В связи с
этим, мы будем говорить, что wpηq является формально обратным к wpξq, и писать
wpηq “ wpξq´1.

5.3 Касательные и нормальные расслоения

Ключевой пример векторного расслоения — касательное расслоение гладкого много-
образия. Неформально говоря, касательное расслоение — это расслоение над гладким
многообразием M , слоем которого над точкой x PM является касательное простран-
ство TxM .

Определение 5.10. ПустьM — гладкое многообразие,M “
Ť

Uα, φα : M Ñ Vα Ă Rn

— гладкий атлас, и ψα,β : Vα,β
φβ˝φ

´1
α

ÝÑ Vβ,α — функции склейки. Рассмотрим векторное
расслоение TM со слоем Rn, базой M , тривиализующим атласом tUαu, и функциями
перехода rψα,β,x “ Jacx ψα,β P GLpn,Rq. Векторное расслоение TM называется каса-
тельным расслоением многообразия M .
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Упражнение 5.11. Гладкое многообразиеM ориентируемо тогда и только тогда, когда
TM — ориентируемое векторное расслоение.
Упражнение 5.12. Доказать, что тотальное пространство касательного расслоения
является гладким многообразием размерности 2n.

Определение 5.13. Многообразие M называется почти комплексным, если TM —
комплексное расслоение. Эквивалентно: M почти комплексное, если в касательном
пространстве к каждой точке можно ввести оператор Jx : TxM Ñ TxM , J2

x “ ´ idTxM ,
непрерывно7 зависящий от x.

Определение 5.14. Многообразие M называется параллелизуемым, если его каса-
тельное расслоение тривиально. Эквивалентно, M — параллелизуемо, если в TM су-
ществует n “ dimM линейно независимых сечений.

Если N Ă M — гладкое подмногообразие, то над N определены два векторных
расслоения: TN Ă TM |N , где TM |N — ограничение TM на N . Ортогональное допол-
нение к TN в TM |N (относительно некоторого скалярного произведения) называется
нормальным расслоением подмногообразия N в M и обозначается νNĂM .8

Нормальное расслоение над N можно определить аналогичным образом для про-
извольного погружения f : N ÑM .

В дальнейшем вместо wpTMq и cpTMq мы будем писать просто wpMq, cpMq.

5.4 Примеры вычислений и приложения

Упражнение 5.15. ckpη̄q “ p´1qkckpηq.

Проективные пространства Пусть γ1 : E Ñ RP n — каноническое одномерное
расслоение над RP k. Как уже отмечалось в примере 4.30, w1pηq P H1pRP n;Z2q –

Z2rts{pt
k`1q есть образующая t кольца когомологий. По построению γ1 есть подрас-

слоение в тривиальном расслоении Rn`1, состоящее из всех таких пар pl, xq, где l —
прямая в Rn`1, а x P l. Пусть γK1 — ортогональное дополнение до γ1 в Rn`1. Имеем,

wpγK1 q “ wpγ1q
´1
“ p1` tq´1

“ 1` t` t2 ` ¨ ¨ ¨ ` tn.

Таким образом γK1 дает пример расслоения, у которого все классы Штифеля–Уитни
ненулевые.

Лемма 5.16. T pRP nq – Hompγ1, γ
K
1 q.

Доказательство. Касательное расслоение к проективному пространству можно отож-
дествить с множеством точек px, vq P Rn`1 ˆ Rn`1, }x} “ 1, v P xxyK с точностью до
отождествления px, vq „ p´x,´vq. Каждому такому классу можно сопоставить функ-
ционал l : xxy Ñ xxyK, принимающий на x значение v. И наоборот.

7а чаще даже предполагается, что гладко
8Независимость от выбора скалярного произведения следует из утверждения νNĂM –

pTM |N q{TN . Справа стоит инвариантный объект
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Предложение 5.17.
γ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ γ1
loooooomoooooon

n`1

– T pRP n
q ‘ R

Доказательство. Имеем Hompγ1, γ1q – R, поскольку оно одномерно, и в нем суще-
ствует нигде не нулевое сечение, состоящее из тождественных операторов. Тогда

T pRP n
q ‘ R – Hompγ1, γ

K
1 q ‘ Hompγ1, γ1q –

– Hompγ1, γ
K
1 ‘ γ1q – Hompγ1,Rn`1

q –
à

n`1

Hompγ1,Rq –
à

n`1

γ1, (5.2)

где последнее следует из упражнения 4.33.

Следствие 5.18. wpRP nq “ p1` tqn`1 “
řn
i“0

`

n`1
i

˘

ti P H˚pRP n;Z2q.

Упражнение 5.19. Описать классы Черна комплексного многообразия CP n.

Приведем некоторые интересные следствия.

Параллелизуемость Обнуление классов Штифеля–Уитни для проективных мно-
гообразий эквивалентно обнулению биномиальных коэффициентов по модулю 2. Для
вычислений полезна

Теорема 5.20 (Теорема Люка́). Пусть p — простое число, a, b ą 0, . . . a2a1a0 —
p-ичная запись a, . . . b2b1b0 — p-ичная запись b. Тогда

`

a
b

˘

”
ś

i

`

ai
bi

˘

mod p.

Доказательство — хорошее упражнение по алгебре над полем Fp. В случае p “ 2
имеем

`

1
1

˘

“
`

1
0

˘

“
`

0
0

˘

“ 1 и
`

0
1

˘

“ 0. Поэтому
`

a
b

˘

” 1 mod 2 в том и только том
случае, когда двоичная запись a поциферно мажорирует двоичную запись b.9

Теорема 5.21 (Теорема Штифеля). wpRP nq “ 1 в том и только том случае, когда
n` 1 является степенью двойки.

Доказательство. Упражнение.

Как следствие, среди всех RP n параллелизуемыми могут быть (но еще не факт,
что будут!) только RP 1,RP 3,RP 7,RP 15, . . ..

Алгебры с делением У проделанного вычисления есть приложение из казалось бы
совсем далекой области. В алгебре рассматривают вещественные числа, комплексные
числа (они задаются парой вещественных), кватернионы (задаются четверкой веще-
ственных), октавы Кэли (задаются восьмеркой вещественных). Гамильтон (который в
итоге придумал кватернионы) долго пытался изобрести теорию “трехмерных” чисел,
но как-то оно не получалось. На то есть причина.

9поциферное мажорирование двоичных записей возникает также в оценке выигрышных стратегий
игры Ним. Интересно было бы найти взаимосвязь игры Ним с проективными пространствами
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Теорема 5.22 (Теорема Штифеля). Допустим, что на Rn существует билинейная
операция умножения p : Rn ˆ Rn Ñ Rn без делителей нуля. Тогда RP n´1 параллели-
зуемо и, следовательно, n “ 2k.

Доказательство. Пусть b1, . . . , bn — базис Rn. Поскольку нет делителей нуля, отоб-
ражения ri : y ÞÑ ppy, biq задают линейные изоморфизмы Rn на себя. Зададим отоб-
ражения vi “ ri ˝ r

´1
1 : Rn Ñ Rn. Таким образом, v1pxq “ x и при x ‰ 0 векто-

ры v1pxq, . . . , vnpxq линейно независимы. Отображения v2, . . . , vn задают n ´ 1 линей-
но независимых сечений векторного расслоения Hompγ1, γ

K
1 q. Действительно, каждой

прямой l Ă Rn сопоставим отображение ṽi : l Ñ lK следующим образом: отобразим
вектор x P l в ортогональную проекцию vipxq на lK. Имеем ṽ1pxq “ 0, а ṽ2pxq, . . . , ṽnpxq
образуют базис lK. Таким образом T pRP n´1q – Hompγ1, γ

K
1 q является тривиальным

расслоением.

Поскольку существуют комплексные числа, кватернионы и октавы, из теоремы
следует, что RP 1, RP 3 и RP 7 действительно параллелизуемы. С другой стороны, уже
более сложным способом доказывается, что RP 2k´1 не параллелизуемо при k ą 3.
Значит, алгебры с делением над R исчерпываются списком R,C,H,O

Погружения Приведем вначале классическую теорему Уитни.

Теорема 5.23 (Сильная теорема Уитни). Любое замкнутое гладкое многообразие M
размерности n можно вложить в R2n и погрузить в R2n´1.

Доказательство. Докажем слабую версию: существует погружение в R2n и вложение
в R2n`1. Вначале покажем, что существует вложение в RN для какого-то N . Пусть
Uα, α P A — гладкий атлас. Из компактности можно считать, что A конечно. Пусть
φα : Uα Ñ Rn — координатные отображения, а ψα : M Ñ R, α P A — разбиение едини-
цы, подчиненное атласу Uα, т.е. набор гладких функций, удовлетворяющий условиям
ψα|MzUα “ 0,

ř

α ψαpxq “ 1, @x PM . Пусть φα : Uα Ñ Rn`1, φαpxq “ pφαpxq, 1q. Рассмот-
рим отображение F : M Ñ Rpn`1q|A|, заданное формулой F pxq “ pψ1φ1, . . . , ψ|A|φ|A|q.
Простая проверка показывает, что F — гладкое вложение.

Для прямой l P RN обозначим через prl отображение проекции RN Ñ RN´1 “

RN{l. Пусть BadpF q (соотв. BadpF q1) обозначает множество всех таких прямых l P

RPN´1, для которых композиция M
F
Ñ Rn prl

Ñ RN´1 не является вложением (соотв.
погружением). Проверяется, что dim BadpF q “ 2n ´ 1, и dim BadpF q1 “ 2n. Значит
до тех пор пока N ´ 1 ą 2n ´ 1 (соотв. N ´ 1 ą 2n), можно выбрать направление
проектирования так чтобы спроектированное отображение было снова погружением
(соотв. вложением). Детали см. например в [6].

Чтобы получить погружение в R2n´1 и вложение в R2n нужны более тонкие рас-
суждения.

Упражнение 5.24. Доказать, что T n можно вложить в Rn`1.
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Возникает вопрос: насколько точна оценка размерности погружения, нельзя ли ее
улучшить дальше? Классы Штифеля–Уитни дают препятствие к погружаемости.

Предложение 5.25. Если многообразие RP 2k погружается в R2k`s, то s ě 2k ´ 1.

Доказательство. Пусть ν — нормальное расслоение погружения RP n в Rn`s. Тогда
wpνq “ wpT pRP nqq´1 “ p1 ` tq´pn`1q “

ř

j

`

j`n
n

˘

tj, согласно замечанию 5.9, следствию
5.18 и стандартному разложению функции p1 ` tq´pn`1q в ряд Тейлора. Подставляя
n “ 2k, получаем

w2k´1pνq “

ˆ

2k`1 ´ 1

2k

˙

“ 1 mod 2,

поскольку двоичная запись числа 2k`1 ´ 1 “ 1 . . . 1 поциферно мажорирует двоичную
запись числа 2k “ 10 . . . 0. Поскольку нормальное расслоение имеет ненулевой класс
w2k´1pνq, оно должно быть как минимум p2k ´ 1q-мерным.

Глобальная реализуемость многообразия системой функций По теореме о
неявной функции, любое подмногообразие M , dimM “ m в Rn локально задается
как множество общих нулей системы n ´m гладких функций f1, . . . , fn´m : Rn Ñ R,
градиенты которых линейно независимы в точках многообразия.

Интересный вопрос: можно ли любое многообразие задать как множество нулей
глобально определенных функций? Например, окружность можно так задать: S1 “

tpx, yq P R2 | x2 ` y2 “ 1u.

Предложение 5.26. Пусть f1, . . . , fn´m : Rn Ñ R гладкие функции, такие что gradx f1,
. . ., gradx fn´m линейно независимы для любой точки x, такой что f1pxq “ . . . “
fn´mpxq “ 0. Тогда wpMq “ 1, где M “ tx P Rn | f1pxq “ . . . “ fn´mpxq “ 0u —
многообразие общих нулей.

Доказательство. Градиенты функций задают m ´ n линейно независимых сечений
нормального расслоения νMĂRn . Значит нормальное расслоение тривиально и wpνMĂRnq “
1. Значит wpMq “ wpνMĂRnq

´1 “ 1.

У нас уже есть примеры многообразий с нетривиальными классами Штифеля–
Уитни, например RP n при n ‰ 2k ´ 1. Как видно, эти многообразия невозможно
определить как множество нулей глобально заданных функций.

Теорема Борсука–Улама Классифицируем все главные Z2-расслоения над B. По
классификационной теореме это множество совпадает с rB,RP8s. С другой стороны
RP8 “ KpZ2, 1q, а значит rB,RP8s “ rB,KpZ2, 1qs “ H1pB;Z2q. Применяя это к
B “ RP n, получаем, что над RP n существует два главных Z2-расслоения. Очевидно,
что это “каноническое” накрытие pn : Sn Ñ RP n и тривиальное Z2 ˆ RP n Ñ RP n. Их
можно отличить глядя лишь на тотальные пространства.

Предложение 5.27. Пусть f : Sn Ñ Sm непрерывное отображение, такое что
fp´xq “ ´fpxq. Тогда n ď m.
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Доказательство. Действие Z2 на сфере Sm свободно, а значит можно рассматривать
сферу как тотальное пространство главного Z2-расслоения pm над RPm. Непрерывное
отображение f : Sn Ñ Sm, переводящее антиподальные точки в антиподальные, ин-
дуцирует отображение rf : RP n Ñ RPm. Индуцированное расслоение rf˚pm совпадает
с pn (поскольку у них совпадают тотальные пространства, см. рассуждение выше).
Значит класс w1ppmq “ t P H1pRPm;Z2q индуцированным отображением когомологий
rf˚ : H1pRPm;Z2q Ñ H1pRP n;Z2q переводится в класс w1ppnq “ t P H1pRP n;Z2q. Но в
когомологиях H˚pRPm;Z2q имеем tm`1 “ 0. Значит tm`1 “ 0 в кольце H˚pRP n;Z2q –

Z2rts{pt
n`1q. Следовательно n ď m.

Теорема 5.28 (Теорема Борсука–Улама). Пусть h : Sn Ñ Rn. Тогда найдется точка
x P Sn, такая что hpxq “ hp´xq.

Доказательство. Допустим, что hpxq ‰ hp´xq при всех x P Sn. Зададим непрерывное
отображение f : Sn Ñ Sn´1 Ă Rn по формуле fpxq “ hpxq´hp´xq

}hpxq´hp´xq}
. Имеем fp´xq “

´fpxq. Противоречие с предыдущей теоремой.

Из теоремы Борсука–Улама выводится масса красивых комбинаторных результа-
тов, которые легли в основу топологической комбинаторики. Приведем пример долго
стоявшей гипотезы, которая решилась при помощи теоремы Борсука–Улама.

Теорема 5.29 (Ранее гипотеза Кнезера, ныне теорема Ловаша). Пусть n ě 2k ` 2 и
Kn,k — граф, вершинами которого являются k подмножества в n-элементном мно-
жестве, а ребрами — пары непересекающихся подмножеств. Хроматическое число
графа Kn,k равно n´ 2k ` 2.

Самое короткое доказательство (опирающееся, впрочем, еще и на нетривиальную
теорему Гейла из выпуклой геометрии) см. в [10].

Числа Штифеля–Уитни Пусть wipMq P H ipM ;Z2q — классы Штифеля–Уитни n-
мерного замкнутого гладкого многообразияM . Пусть k1, k2, . . . , kn — неотрицательные
целые числа, такие что k1`2k2`. . .`nkn “ n. Рассмотрим класс w1pMq

k1w2pMq
k2 ¨ ¨ ¨wnpMq

kn P

HnpM ;Z2q. Его спаривание с rM s P HnpM ;Z2q называется характеристическим чис-
лом Штифеля–Уитни, соответствующим последовательности k1, k2, . . . , kn (очевидно,
это число лежит в Z2).
Упражнение 5.30. Описать числа Штифеля–Уитни для RP n.

Теорема 5.31 (Теорема Понтрягина). Пусть B — гладкое pn ` 1q-мерное многооб-
разие с краем M “ BB. Тогда все числа Штифеля–Уитни многообразия M равны
нулю.

Доказательство. Пусть rBs P Hn`1pB,Mq, rM s P HnpMq — фундаментальные клас-
сы. Связывающий гомоморфизм B : Hn`1pB,Mq Ñ HnpMq переводит rBs в rM s. Для
любого класса v P HnpMq справедливо xv, rM sy “ xv, BrBsy “ xδv, rBsy, где δ : HnpMq Ñ
Hn`1pB,Mq — связывающий гомоморфизм в когомологиях.
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Имеем TB|M “ TM ‘ ε, где ε — тривиальное нормальное расслоение к краю (три-
виальность следует из того факта, что можно выбрать нормальный вектор в каждой
точке, смотрящий внутрь многообразия B). Поэтому хар.классы расслоений TB|M и
TM совпадают. Из отрезка точной последовательности

Hn
pBq

i˚
Ñ Hn

pMq
δ
Ñ Hn`1

pB,Mq

имеем δpw1pMq
k1 ¨ ¨ ¨wnpMq

knq “ 0 и следовательно

xw1pMq
k1 ¨ ¨ ¨wnpMq

kn , rM sy “ xδw1pMq
k1 ¨ ¨ ¨wnpMq

kn , rBsy “ 0,

что и требовалось.

Теорема 5.32 (Теорема Тома). Пусть все числа Штифеля–Уитни многообразия M
равны нулю. Тогда M является границей некоторого многообразия.

5.5 Когомологии конечномерных грассманианов

Вернемся к комплексному случаю и хар.классам Черна. Ранее мы посчитали кого-
мологии бесконечномерных грассманианов: H˚pG8,n;Zq – Zrc1, . . . , cns, deg ci “ 2i.
Теперь опишем когомологии конечномерных грассманианов.

Определим алгебру

Rl,k “
Zrc1, . . . , cl, d1, . . . , dks

´

ř

i`j“s cidj, s “ 1, . . . , l ` k
¯ , deg ci “ deg di “ 2i,

где в записи соотношений справа мы полагаем c0 “ d0 “ 1, ci “ 0 при i ą l, di “ 0 при
i ą k.
Упражнение 5.33. Докажите, что Rl,k — конечномерное векторное пространство.

Напомним, что γn — каноническое расслоение над грассманианом, то есть рассло-
ение вида tpΠ, vq P Gm,n ˆ Cm | v P Πu. Пусть γKn — ортогональное к нему, то есть
tpΠ, vq P Gm,n ˆ Cm | v P ΠKu.

Теорема 5.34. H˚pGm,n;Zq – Rn,m´n

Вначале введем классическую клеточную структуру на грассманиане.
Конструкция 5.35. Фиксируем флаг координатных подпространств

C1
Ă C2

Ă ¨ ¨ ¨ Ă Cm´1
Ă Cm.

Для подпространства Π P Gm,n рассмотрим набор чисел s1, . . . , sn, где

si “ mintk P t1, . . . ,mu | dimpΠX Ck
q “ iu,

называемый символом подпространства Π и обозначаемый σpΠq. Символ обладает
очевидным свойством 1 ď s1 ă ¨ ¨ ¨ ă sn ď m. Пусть σ — произвольный символ.
Рассмотрим Uσ “ tΠ P Gm,n | σpΠq “ σu.
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Упражнение 5.36. Uσ – C|σ|, где |σ| “
řn
i“1psi ´ iq.

Упражнение 5.37. Граница множества Uσ содержится в объединении Uτ с τ ă σ (мы
говорим, что τ ď σ, если ti ď si для всех i).

Замыкание Uσ называется клеткойШуберта. Упражнения показывают, что клетки
Шуберта задают на Gm,n структуру клеточного комплекса. Заметим, что все клетки
четномерны — в этом случае говорят, что клеточная структура совершенна. В ком-
плексе клеточных цепей (или коцепей) все дифференциалы бьют либо в нечетные раз-
мерности, либо из нечетных размерностей, а значит в случае совершенной клеточной
структуры все дифференциалы нулевые, и мы имеем H2jpGm,n;Zq – C2jpGm,n;Zq –
Zdpm,nq, где dpm,nq — число клеток размерности 2j, то есть число символов σ, таких
что |σ| “ j.

Далее заметим, что вложение Gm,n Ñ Gm`1,n отображает клетку Uσ первого грас-
сманиана в одноименную клетку второго грассманиана. Поскольку шубертовы струк-
туры согласованны, они в пределе задают клеточную структуру на бесконечномерном
грассманиане G8,n.

Лемма 5.38. Отображение вложения ı : Gm,n Ñ G8,n индуцирует эпиморфное отоб-
ражение в когомологиях H˚pG8,n;Zq – Zrc1, . . . , cns Ñ H˚pGm,n;Zq, которое от-
правляет стандартную образующую ci в i-й класс Черна канонического расслоения:
ı˚pciq “ cipγnq.

Доказательство. Эпиморфность следует из того, что любая клетка Шуберта про-
странства Gm,n является клеткой Шуберта пространства G8,n и обе клеточных струк-
туры совершенны. Утверждение про класс Черна очевидно, поскольку каноническое
расслоение γn классифицируется вложением ı : Gm,n Ñ G8,n.

Рассмотрим коммутативную диаграмму алгебр

Zrc1, . . . , cns
ı˚ //

f

))

H˚pGm,n;Zq

Rn,m´n –
Zrc1, . . . , cn, d1, . . . , dm´ns
´

ř

i`j“s cidj, s “ 1, . . . ,m
¯

g

55
(5.3)

где f посылает ci в ci, а g устроено следующим образом: оно посылает ci в cipγnq, а
di посылается в cipγKn q. Поскольку γn ‘ γKn – Rm, имеем

ř

i`j“s cipγnqcjpγ
K
n q “ 0 при

s ě 1, а значит соотношения в Rn,m´n посылаются в ноль и гомоморфизм g корректно
определен.

Заметим, что все отображения в (5.3) эпиморфны. Эпиморфность ı˚ уже доказана
в Лемме 5.38, а эпиморфность g следует из коммутативности диаграммы. Эпиморф-
ность f следует из того факта, что образующие di алгебры Rn,m´n можно рекуррентно
выразить через ci, используя соотношения (см. замечание 5.9).

Докажем, что g — инъективно. Настало время deus ex machina.
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Теорема 5.39. Пусть k — поле10, kry1, . . . , yms — алгебра многочленов от перемен-
ных степеней deg yi “ di. Пусть θ1, . . . , θm P kry1, . . . , yms — однородные элементы
степеней deg θi “ si, такие что kry1, . . . , yms{pθ1, . . . , θmq есть конечномерное век-
торное пространство11. Тогда kry1, . . . , yms{pθ1, . . . , θmq является алгеброй Пуанкаре
формальной размерности

řm
i“1 si ´

řm
i“1 di.

Алгебра Rn,m´n (вернее Rn,m´nb k для произвольного поля k) порождена m одно-
родными образующими, m однородными соотношениями и конечномерна (упр.5.33),
а значит удовлетворяет требованиям приведенной теоремы. Следовательно, Rn,m´n

является алгеброй Пуанкаре формальной размерности

m
ÿ

i“1

2i´
n
ÿ

i“1

2i´
m´n
ÿ

i“1

2i “ mpm`1q´npn`1q´pm´nqpm´n`1q “ 2npm´nq “ dimGn,m´n.

Лемма 5.40. Пусть g : A˚ Ñ B˚ — эпиморфизм алгебр Пуанкаре одной формальной
размерности d. Тогда g — изоморфизм.

Доказательство. В старшей размерности g : Ad Ñ Bd является изоморфизмом, по-
скольку dimAd “ dimBd “ 1. Допустим a P Aj, a ‰ 0, gpaq “ 0. Тогда, поскольку
A — это алгебра Пуанкаре, существует a1 P Ad´j, такой что aa1 ‰ 0. Тогда имеем
0 ‰ gpaa1q “ gpaqgpa1q “ 0 ¨ gpa1q “ 0 — противоречие. Значит g инъективен.

Значит гомоморфизм g : Rn,m´n Ñ H˚pGm,n;Zq является изоморфизмом и Теорема
5.34 доказана12.

5.6 Когомологии многообразий полных флагов

Пусть Fn “ Fn;1,...,n — многообразие полных флагов в Cn.

Упражнение 5.41. Доказать, что гомоморфизм H˚pF8;1,...,n;Zq Ñ H˚pFn;Zq, индуци-
рованный вложением Fn ãÑ F8;1,...,n, является эпиморфизмом.

Теорема 5.42. H˚pFn;Zq – Zrt1, . . . , tns{pσ1, . . . , σnq, где deg ti “ 2, а σi — i-й элемен-
тарный симметрический многочлен от t1, . . . , tn.

Доказательство. Заметим, что H˚pF8;1,...,n;Zq “ H˚pBT nq – Zrt1, . . . , tns (см. доказа-
тельство Теоремы 4.42). Пусть ξi — i-е каноническое расслоение над Fn, то есть рассло-
ение, слоем которого над флагом W1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Wn является одномерное пространство
Wi{Wi´1. Заметим, что

Àn
i“1 ξi “ Rn, поэтому

śn
i“1p1` c1pξiqq “ 1 в H˚pFn;Zq. Иными

10вполне возможно, что для Z теорема тоже верна, но поручиться не могу
11такие элементы θi называются однородной системой параметров
12Вообще-то мы доказали, что Rn,m´n b k – H˚pGm,n;kq. Доказательство для Z предлагается

извлечь из формулы универсальных коэффициентов и наличия совершенной клеточной структуры
самостоятельно.
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словами, σipc1pξ1q, . . . , c1pξnqq “ 0 при i ą 0. Значит корректно определен кольцевой
гомоморфизм

g : Zrt1, . . . , tns{pσ1, . . . , σnq Ñ H˚
pFn;Zq.

посылающий ti в c1pξiq. Из упр.5.41 следует, что g сюръективен. Из Теоремы 5.39
следует, что Zrt1, . . . , tns{pσ1, . . . , σnq — алгебра Пуанкаре формальной размерности
npn´ 1q “ dimFn. Значит, из Леммы 5.40 следует, что g — изоморфизм.

Упражнение 5.43. Описать кольцо когомологий многообразия Fm;j1,...,jk для произ-
вольных j1 ă . . . ă jk ď m.

5.7 Класс Эйлера

Пусть η : E Ñ B — n-мерное ориентируемое вещественное расслоение. Ориентацией
слоя Fx “ η´1pxq – Rn называется образующая αx группы HnpFx, Fxzt0u;Zq – Z (по-
сле всего, что происходило до этого, такой формализм не должен никого удивлять).
Ориентации слоев в близких точках x, y (т.е. в точках, лежащих в одной тривиа-
лизующей окрестности Uα) называются согласованными, если они переходят друг в
друга при изоморфизмах HnpFx, Fxzt0u;Zq – HnpRn,Rnzt0u;Zq – HnpFy, Fyzt0u;Zq,
индуцированных тривиализациями φα,x, φα,y. Эквивалентным определением ориенти-
руемости расслоения η является такое: η ориентируемо в том и только том случае,
когда на слоях η можно выбрать ориентации, согласованные во всех точках.

Приведем чрезвычайно важную в алгебраической топологии теорему. Ее можно
понимать как естественное обобщение Предложения 2.10 (теоремы о существовании
фундаментального класса у ориентируемого многообразия).

Теорема 5.44 (Теорема Тома). Пусть η : E Ñ B — n-мерное ориентируемое ве-
щественное расслоение над CW-комплексом B и выбраны согласованные ориента-
ции всех слоев. Пусть B вложено в E в качестве нулевого сечения. Тогда суще-
ствует единственный класс u P HnpE,EzB;Zq, ограничение которого на любой слой
pFx, Fxzt0uq дает выбранную ориентацию этого слоя. Кроме того, отображение HkpB;Zq –
HkpE;Zq Ñ Hk`npE,EzB;Zq, индуцированное !-произведением с u является изо-
морфизмом.

Доказательство. Доказательство полностью аналогично доказательствам Предло-
жения 2.10 и Теорем 2.16, 4.43. Аргумент Майера–Вьеториса позволяет свести утвер-
ждение к достаточно малому подмножеству B1 Ă B. Но малое подмножество B1 обяза-
но попасть в тривиализующее множество, а на нем теорема выполнена по построению
(а последняя часть следует из формулы Кюннета).

Построенный класс thpηq
def
“ u P HnpE,EzB;Zq называется классом Тома, а изо-

морфизм H˚pB;Zq !thpηq
Ñ Hk`npE,EzB;Zq — изоморфизмом Тома.

Имеется еще одна распространенная формулировка этой теоремы. Пусть Tη —
одноточечная компактификация тотального пространства векторного расслоения η.
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Пространство Tη называется пространством Тома расслоения η. Тогда

rHk`n
pTηq – Hk

pBq.

Докажем это. Пусть Bη Ą Sη — пространства единичных шаров и единичных сфер в
расслоении η. Тогда Tη – Bη{Sη и мы имеем Hk`npE,EzB;Zq – Hk`npBη,BηzB;Zq –
Hk`npBη, Sη;Zq – rHk`npTη;Zq, где первый изоморфизм — свойство вырезания, вто-
рой изоморфизм следует из ретракции BηzB Ñ Sη, а третий — стандартное свойство
гомологий.

Определение 5.45. Образ класса Тома thpηq при гомоморфизме HnpE,EzB;Zq Ñ
HnpE;Zq –

Ñ HnpB;Zq называется классом Эйлера ориентированного n-мерного век-
торного расслоения η. Он обозначается epηq.

Пусть f : B1 Ñ B непрерывное отображение и f˚η : f˚E Ñ B1 — индуцированное
ориентированное векторное расслоение над B1. Когомологические классы f˚pthpηqq
и thpf˚pηqq совпадают, поскольку они оба отображаются в одну и ту же ориентацию
для каждого слоя (тут мы пользуемся единственностью класса Тома). Следовательно,
f˚pepηqq “ epf˚pηqq. Мы доказали

Теорема 5.46. Класс Эйлера является характеристическим классом ориентиро-
ванных n-мерных вещественных векторных расслоений, принимающим значение в
HnpB;Zq. При изменении ориентации расслоения η класс epηq меняет знак.

Упражнение 5.47. Если η нечетномерно, то 2epηq “ 0.

Упражнение 5.48. epη1 ‘ η2q “ epη1q ! epη2q.

Упражнение 5.49. Пусть 2epηq ‰ 0. Тогда η не может быть представлено в виде прямой
суммы двух векторных расслоений, одно из которых нечетномерно.

Имя Эйлера в названии термина объясняется следующей теоремой

Теорема 5.50. ПустьM — гладкое замкнутое ориентированное многообразие. Тогда
ş

M
epTMq “ xepTMq, rM sy “ χpMq — эйлерова характеристика.

Доказательство. Нам понадобятся некоторые технические, но имеющие огромную
самостоятельную ценность результаты.

Теорема 5.51 (Теорема о трубчатой окрестности). Пусть M — гладкое подмного-
образие в N . Тогда существует открытая окрестность M в N , диффеоморфная
тотальному пространству E нормального расслоения к M при диффеоморфизме,
который переводит каждую точку M в нулевой нормальный вектор к этой точке.

Следствие 5.52. В обозначениях предыдущей теоремы имеем H˚pE,EzM ;Rq –
H˚pN,NzM ;Rq.

Доказательство. Свойство вырезания для когомологий.
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Предложение 5.53. Пусть Mm Ă Nm`k — ориентируемое гладкое замкнутое под-
многообразие, u P HkpE,EzM ;Zq – HkpN,NzM ;Zq — класс Тома его нормального
расслоения, а p˚ : H˚pN,NzM ;Zq Ñ H˚pN ;Zq отображение когомологий, индуциро-
ванное вложением пар p : pN,∅q Ñ pN,NzMq. Тогда класс p˚puq P HkpN ;Zq является
двойственным по Пуанкаре к классу rM s P HmpN ;Zq.

Доказательство. Точно так же, как определялось "-произведение, определяется его
относительная версия

Hm`kpX,AYBq bH
k
pX,Aq Ñ HmpX,Bq, (5.4)

которая функториальна (в смысле формул типа (2.1)) относительно всевозможных
отображений. Если положить в (5.4) X “ Rm`k, A “ Rm`kzRm, B “ Rm`kzRk (мы
полагаем, что Rm`k представлено в виде прямой суммы Rm и Rk) и, как следствие
AYB “ Rm`kzt0u, то формула (5.4) превращается в естественный изоморфизм ZbZ –

Ñ

Z.
Для доказательства утверждения необходимо проверить, что rN s " p˚puq “ rM s,

или, что эквивалентно, p˚prN sq " u “ rM s (эту формулу нужно понимать в смыс-
ле отображения Hm`kpN,NzMq b HkpN,NzMq

"
Ñ HmpNq). Пусть x P M Ă N —

произвольная точка, TxM – Rm`k — касательное пространство к M , TxN – Rm —
касательное пространство к N , νx – Rk — нормальное пространство к M в N .

Класс p˚prN sq P Hm`kpN,NzMq — это единственный класс, который отображается
в локальную ориентациюM при отображении в Hm`kpN,Nzxq – Hm`kpTxN, TxNzt0uq
для любой точки x. Класс Тома u — это единственный класс, который отображается в
локальную ориентацию нормального расслоения при ограничении на Hkpνx, νxzt0uq –
HkpTxN, TxNzTxMq. Класс rM s P HmpNq — это единственный класс, который отоб-
ражается в локальную ориентацию касательного расслоения к M при отображении в
HkpM,Mzxq – HkpTxM,TxMzt0uq – HkpTxN, TxNzνxq. Из всех этих единственностей
и написанного в первом абзаце доказательства следует утверждение.

Предложение 5.54. Пусть ∆: M ÑMˆM — диагональное вложение. Нормальное
расслоение к диагонали ∆pMq в M ˆM эквивалентно касательному расслоению к M .

Доказательство. Упражнение.

Следствие 5.55. Пусть ω P HmpM ˆMq — класс, Пуанкаре двойственный к диаго-
нали r∆pMqs P HmpM ˆMq. Тогда

ş

M
epTMq “

ş

MˆM
ω ! ω.

Следствие 5.56. Пусть A Ă M ˆM — пошевеленная диагональ, то есть гладкое
подмногообразие, представляющее класс r∆pMqs и трансверсальное к ∆pMq. Тогда
число

ş

M
epTMq совпадает с суммой знаков точек пересечения A и ∆pMq в M ˆM .

Пусть s : M Ñ TM — гладкое векторное поле на M (то есть гладкое сечение
касательного расслоения). Допустим, что s трансверсально к нулевому сечению. Точка
x P M называется особой точкой векторного поля s, если spxq “ 0. Иными словами,
особые точки — это точки пересечения s с нулевым сечением. Знаком особой точки
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называется знак пересечения s с нулевым сечением в этой точке. Знак можно явно
вычислить: локально сечение s является отображением из Vα Ă Rm в Rm, и знак
сечения есть знак якобиана этого отображения в точке x.

Поскольку шевелить диагональ ∆pMq Ă M ˆ M достаточно лишь в трубчатой
окрестности этой диагонали, а трубчатая окрестность диффеоморфна тотальному
пространству нормального (а значит и касательного расслоения), из предыдущего
следствия получаем.

Следствие 5.57. Число
ş

M
epTMq равно сумме знаков векторного поля наM , транс-

версального к нулевому сечению.

Пусть K — триангуляция гладкого многообразия M . Построим специальное век-
торное поле на симплексах триангуляции K как показано на рис.2

Рис. 2: Векторное поле на симплексе триангуляции

Видно, что особые точки этого векторного поля соответствуют симплексам, причем
каждый j-мерный симплекс дает особую точку знака p´1qj. Следовательно, сумма
знаков особых точек равна эйлеровой характеристике.13

Упражнение 5.58. Построения и утверждения этого параграфа можно провести в
случае, когда M не ориентируемо, а кольцо коэффициентов — Z2. Докажите, что
Z2-аналог класса Эйлера совпадает с wmpMq — старшим классом Штифеля–Уитни.

Упражнение 5.59. Пусть η — комплексное расслоение размерности n, и ηR — его ове-
ществление. Тогда cnpηq “ epηRq. (Указание: рассмотреть классифицирующие рассло-
ения над BUpnq, BT n, BT 1).

Упражнение 5.60. Точная последовательность Гизина. Пусть ξ : E Ñ B — ориенти-
руемое n-мерное векторное расслоение. Докажите существование точной последова-
тельности

¨ ¨ ¨ Ñ H i
pBq

!epBq
Ñ H i`n

pBq Ñ H i`n
pEzBq Ñ H i`1

pBq Ñ ¨ ¨ ¨ ,

используя точную последовательность когомологий пары pE,EzBq.

Упражнение 5.61. При каких n на сфере Sn существует нигде не нулевое векторное
поле?

13Альтернативное и более строгое алгебраическое доказательство последнего шага, не использую-
щее векторные поля см. в [7]
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5.8 Классы Понтрягина

Пусть η — вещественное векторное расслоение размерности n над B. Рассмотрим его
комплексификацию ηC “ η bR C (в смысле общекатегорной конструкции 4.26). Тогда
ηC — комплексное расслоение комплексной размерности n.

Заметим, что ηC – ηC, а значит 2cipηCq “ 0 при нечетных i (см. упражнение 5.15).
Игнорируя элементы порядка два, дадим следующее определение

Определение 5.62. i-м классом Понтрягина вещественного расслоения η называется
элемент pipηq “ p´1qic2ipηCq P H

4ipB;Zq.

Формальная сумма 1`p1pηq` . . .`prn{2spηq называется полным классом Понтряги-
на. Поскольку классы Черна — характеристические, а операция комплексификации
естественна, классы Понтрягина также являются характеристическими классами (с
коэффициентами в Z).
Упражнение 5.63. Элемент ppη1 ‘ η2q сравним с ppη1qppη2q по модулю элементов по-
рядка 2. Иными словами, 2pppη1 ‘ η2q ´ ppη1qppη2qq “ 0.

Упражнение 5.64. Пусть ξ — комплексное расслоение. Тогда pξRqC – ξ ‘ ξ̄. Вывести
отсюда, что для комплексных расслоений выполнено

1´ p1 ` p2 ´ p3 ` ¨ ¨ ¨ “ p1´ c1 ` c2 ´ c3 ` ¨ ¨ ¨ qp1` c1 ` c2 ` c3 ` ¨ ¨ ¨ q

Упражнение 5.65. Пусть η — ориентированное n-мерное вещественное расслоение. То-
гда pηCqR – η‘η при изоморфизме, который либо сохраняет, либо меняет ориентацию
в зависимости от четности числа npn´ 1q{2.

Для всякого 2k-мерного ориентированного вещественного расслоения η выполнено
pkpηq “ epηq2.

Оказывается, что классами Понтрягина и классом Эйлера исчерпываются все
хар.классы ориентируемых вещественных расслоений, если не учитывать 2-кручение.

Вспомним, что rG8,n — бесконечномерный грассманиан ориентированных n-плоскостей,
— является базой универсального SOpnq-расслоения. Описание хар.классов ориенти-
рованных расслоений (с коэффициентами в R) эквивалентно описанию когомологий
пространства rG8,n “ BSOpnq (с коэффициентами в R).

Пусть γ̃m — каноническое расслоение над грассманианом ориентированных плос-
костей. Пусть R — область целостности, содержащая 1

2
(например, Q, Zr1

2
s или любое

поле характеристики, не равной 2).

Теорема 5.66. При сделанных выше ограничениях на R, кольцо H˚p rG8,2k`1;Rq явля-
ется кольцом многочленов, порожденным классами Понтрягина p1pγ̃2k`1q, . . . , pkpγ̃2k`1q.
Кольцо H˚p rG8,2k;Rq порождено классами Понтрягина p1pγ̃2kq, . . . , pkpγ̃2kq, классом
Эйлера epγ̃2kq и имеет единственное соотношение pkpγ̃2kq “ epγ̃2kq

2.

Доказательство см.[7].

49



6 Характеристические числа и роды Хирцебруха

6.1 Числа Черна и Понтрягина

Числа Черна и Понтрягина определяются абсолютно аналогично числам Штифеля–
Уитни, но при этом лежат в Z. Пусть c1pMq, . . . , cnpMq — классы Черна касательно-
го расслоения гладкого замкнутого почти комплексного многообразия M веществен-
ной размерности 2n, а rM s P H2npM ;Zq — его фундаментальный класс (комплексная
структура в касательном расслоении дает ориентацию, поэтому фундаментальный
класс корректно определен). Пусть k1 ` 2k2 ` ¨ ¨ ¨ ` nkn “ n. Тогда определено число
Черна

ż

M

cj11 ¨ ¨ ¨ c
jn
n “ xc

j1
1 ¨ ¨ ¨ c

jn
n , rM sy P Z.

Числа Черна являются мощным числовым инвариантом почти комплексных много-
образий. Числа Понтрягина являются инвариантами ориентируемых многообразий.
Осталось понять, “инвариантами чего” они являются.

Заметим, что эйлерова характеристика является гомотопическим инвариантом.
Однако, когда речь идет о многообразиях, отношение гомотопической эквивалентно-
сти не очень удобно: трудно придумать два замкнутых многообразия, которые были
бы гомотопны, но не гомеоморфны.

6.2 Бордизмы

Теорема 6.1 (Теорема Понтрягина). Если M4k является границей ориентируемого
компактного многообразия B4k`1, то все числа Понтрягина многообразия M4k равны
нулю.

Заметим, что ориентация на многообразии с краем определяет ориентацию края.
Введем на множестве гладких ориентируемых многообразий отношение эквивалент-
ности: скажем, что ориентируемые многообразия M1,M2 размерности n (ориентиро-
ванно) бордантны, если существует ориентируемое многообразие N с краем, такое что
BN “M1 \ p´M2q, где ´M2 обозначает многообразие M2 с обращенной ориентацией.

Упражнение 6.2. Докажите, что отношение бордантности является отношением эк-
вивалентности.

Упражнение 6.3. ПустьM “M1\M2. Тогда любое хар. число многообразияM равно
сумме соответствующих хар.чисел многообразий M1, M2.

Упражнение 6.4. Поскольку комплексификация ηC не зависит от ориентации на η,
любое хар. число Понтрягина pω удовлетворяет формуле pωp´Mq “ ´pωpMq.

Из этих упражнений и теоремы 6.1 следует

Следствие 6.5. Числа Понтрягина являются инвариантами класса ориентирован-
ного бордизма.
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Замечание 6.6. Похожим образом можно определить отношение неориентированной
бордантности и комплексной бордантности (хотя в комплексном случае нужно проде-
лать определенную работу). Числа Штифеля–Уитни являются инвариантами неори-
ентированной бордантности, а числа Черна — инвариантами комплексной бордантно-
сти.

На множестве классов бордизма ориентированных многообразий можно задать
следующие операции

1. Сложение многообразий — их несвязное объединение.

2. Умножение на целые числа: kM есть несвязное объединение k копий M , если
k ą 0, а ´1 ¨M “ ´M — многообразие с противоположной ориентацией.

3. Умножение многообразий — их декартово произведение.

Таким образом, множество всех классов бордизма становится градуированным
кольцом, которое называется кольцом ориентированных (ко)бордизмов и обознача-
ется ΩSO

˚ . Пусть n “ 4k и ω “ pj1, . . . , jkq, j1 ` 2j2 ` ¨ ¨ ¨ ` kjk “ k — фиксированное
разбиение числа k.

Следствие 6.7. Число Понтрягина pω задает гомоморфизм группы кобордизмов ΩSO
4k

в группу Z.

Теорема 6.8 (Том). Не существует универсальных линейных соотношений на числа
Понтрягина ориентированных многообразий. Не существует универсальных линей-
ных соотношений на числа Черна почти комплексных многообразий.

Доказательство см.[7, Т-мы 16.7, 16.8]. Следовательно, ранг группы ΩSO
4k — как

минимум число разбиений ω “ pj1, . . . , jkq числа k. Вообще говоря, кольцо ориенти-
рованных кобордизмов устроено сложно — в нем есть конечное кручение. Например,
известно, что ΩSO

5 – Z2. Однако по модулю кручения кольцо ориентированных кобор-
дизмов описывается следующим образом.

Теорема 6.9 (Том). ΩSO
˚ bQ – QrrCP 2s, rCP 4s, rCP 6s, . . .s. Более того, ΩSO

4k является
свободной абелевой группой, ранг которой равен числу разбиений числа k.

Таким образом, над Q числа Понтрягина исчерпывают все инварианты ориенти-
рованного бордизма 4k-мерных многообразий. Имеется и более сильное утверждение.

Теорема 6.10 (Уолл). Многообразие M является границей ориентированного мно-
гообразия с границей в том и только том случае, когда все его числа Понтрягина и
Штифеля–Уитни равны нулю. В ΩSO

˚ нет кручения кроме Z2-кручения.

Упражнение 6.11. Связной суммой M#N многообразий M и N одной размерности
называется многообразие, получаемое вырезанием маленьких дисков из M и N и
склеиванием по полученной границе. Докажите, что M#N бордантна M \N .
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6.3 Роды Хирцебруха

Числа Понтрягина являются аддитивными инвариантами бордизма, но они не облада-
ют мультипликативностью. Хочется это исправить. Пусть R — произвольное кольцо,
содержащее 1

2
.

Определение 6.12. Родом Хирцебруха называется мультипликативный гомомор-
физм колец ΩSO

˚ Ñ R.

Иными словами, род Хирцебруха — это мультипликативный аддитивный инвари-
ант бордизма гладких многообразий, принимающий значение в кольце R. Имеется
несложный алгоритм построения таких инвариантов, на вход которого надо подать
формальный степенной ряд.

Конструкция 6.13. Пусть Qptq P Rrrtss — формальный степенной ряд. Пусть M —
гладкое многообразие размерности n “ 4k, а t1, . . . , tk — корни Понтрягина его каса-
тельного расслоения (то есть такие формальные символы, что σipt1, . . . , tkq “ pipTMq).
Определим число

χQpMq “

ż

M

Qpt1q ¨ . . . ¨Qptkq P R.

Поясним, что всё это значит. Ряд Qpt1q ¨ . . . ¨Qptkq является симметрическим формаль-
ным рядом от переменных t1, . . . , tk, а значит выражается единственным образом через
элементарные симметрические многочлены:

Qpt1q ¨ . . . ¨Qptkq P Rrrσ1, . . . , σkss.

Заменяя каждый элементарный симметрический многочлен на соответствующий класс
Понтрягина, получаем Qpt1q ¨ . . . ¨ Qptkq P H

˚pM ;Rq (бесконечный ряд на самом деле
обрывается, поскольку в размерностях, больших 4k, никаких когомологий нет). Пусть
Kkpp1, . . . , pkq — компонента элемента Qpt1q ¨ . . . ¨Qptkq, лежащая в группе когомологий
старшей размерности H4kpM ;Rq. Результат спаривания Kkpp1, . . . , pkq с фундамен-
тальным классом мы и обозначаем χQpMq.

Таким образом, мы получили функцию χQ, которая каждому многообразию M
сопоставляет число χQpMq P R.

Предложение 6.14. χQ является родом Хирцебруха.

Доказательство. По построению χQpMq является линейной комбинацией чисел Понт-
рягина, а значит это аддитивный инвариант бордизма. Надо только доказать муль-
типликативность: χQpM ˆ Nq “ χQpMqχQpNq. В Предложении 5.3 мы фактически
доказали, что если t1, . . . , tm — корни Черна расслоения ξ, t11, . . . , t1n — корни Черна
расслоения η, то набор формальных символов t1, . . . , tm, t11, . . . , t1n можно рассматри-
вать как корни Черна расслоения ξ‘η (см.замечание 5.4). Абсолютно аналогично про-
веряется, что если t1, . . . , tm — корни Понтрягина расслоения TM , t11, . . . , t1n — корни
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Понтрягина расслоения TN , то объединенный набор t1, . . . , tm, t
1
1, . . . , t

1
n можно рас-

сматривать как корни Понтрягина расслоения T pM ˆNq. Имеем

χQpM ˆNq “

ż

MˆN

Qpt1q ¨ . . . ¨QptmqQpt
1
1q ¨ . . . ¨Qpt

1
nq “

“

ˆ
ż

M

Qpt1q ¨ . . . ¨Qptmq

˙ˆ
ż

N

Qpt11q ¨ . . . ¨Qpt
1
nq

˙

“ χQpMqχQpNq. (6.1)

Предложение 6.15 (Следствие теоремы Тома о структуре кольца кобордизмов).
Любой род Хирцебруха ΩSO

˚ Ñ Q задается некоторым рядом.

Упражнение 6.16. Является ли эйлерова характеристика родом Хирцебруха? Если
да, то какой ряд ее задает?

6.4 Известные роды

L-род: сигнатура Существует естественный род Хирцебруха, имеющий геометри-
ческую природу. ПустьM4k — ориентируемое связное многообразие. Билинейная фор-
ма H2kpM ;QqbH2kpM ;Qq Ñ Q, ω1bω2 ÞÑ

ş

M
pω1 ! ω2q невырождена (двойственность

Пуанкаре) и симметрична (элементы четной степени коммутируют). Сигнатура этой
формы (то есть число “`1” минус число “´1” на диагонали ее канонической формы)
называется сигнатурой многообразия M и обозначается σpMq. Если M несвязно, по-
ложим σpMq “

ř

σpMiq, сумма по всем связным компонентам M . Если размерность
M не делится на 4, положим σpMq “ 0.

Предложение 6.17. Сигнатура является родом Хирцебруха.

Доказательство. Мультипликативность следует из формулы Кюннета. Аддитивность
получается из определения. Изменение знака сигнатуры при изменении ориентации
также очевидно, поскольку фундаментальный класс меняет знак. Единственное, что
требует доказательства, это инвариантность относительно бордизма.

Пусть Mm “ BBm`1 и B (следовательно и M) — ориентируемо и пусть B связно.
Пусть rBs P Hm`1pB,Mq и rM s P HmpMq — фундаментальные классы (все коэффи-
циенты предполагаются в Q). Нам потребуется небольшое усиление двойственности
Пуанкаре–Лефшеца, а именно следующий факт: с точностью до знаков имеет место
изоморфизм точных последовательностей

HkpBq
i˚ //

– rBs"

��

HkpMq
δ˚
//

– rMs"

��

Hk`1pB,Mq //

– rBs"

��

Hk`1pBq

– rBs"

��
Hm`1´kpB,Mq

δ˚ // Hm´kpMq
i˚ // Hm´kpBq // Hm´kpB,Mq

где сверху стоит точная последовательность когомологий пары pB,Mq, а снизу —
точная последовательность гомологий этой же пары [1, Th.9.2].
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Лемма 6.18. Пусть связное многообразие M — граница p2n ` 1q-мерного ориенти-
руемого многообразия B. Тогда dimHnpM2nq четно и

dim Kerpi˚ : HnpMq Ñ HnpBqq “ dim Impi˚ : Hn
pBq Ñ Hn

pMqq “
1

2
dimHn

pM2n
q.

Более того, когомологическое умножение на Impi˚q в средней размерности триви-
ально.

Доказательство. Из диаграммы Пуанкаре–Лефшеца имеем rM s " Impi˚q “ Kerpi˚q.
Значит, rkpi˚q “ dim Impi˚q “ dimHnpMq´rkpi˚q “ HnpMq´rkpi˚q, откуда следует, что
dimHnpMq “ 2 rkpi˚q (отображения i˚ и i˚ двойственны друг к другу, значит имеют
одинаковый ранг). Значит, dimHnpMq “ 2 dim Impi˚q “ 2 dim Kerpi˚q.

Пусть α, β P HnpBq. Тогда δ˚pi˚pαq ! i˚pβqq “ pδ˚i˚qpα ! βq “ 0, поскольку
δ˚i˚ “ 0. С другой стороны, δ˚ : H2npMq Ñ H2n`1pB,Mq является мономорфизмом,
поскольку он совпадает с i˚ : H0pMq Ñ H0pBq с точностью до изоморфизма. Значит,
α ! β “ 0.

Теперь легко доказать, что если 4k-мерное связное многообразие M является гра-
ницей многообразия B, то его сигнатура нулевая. Действительно, сигнатура является
симметричной невырожденной билинейной формой на H2kpMq. Пусть dimH2kpMq “
d. Из Леммы следует, что у формы спаривания есть изотропное подпространство
Impi˚ : H2kpBq Ñ H2kpMqq размерности d

2
. Значит подпространство, на котором фор-

ма положительно определена не может иметь размерность больше d
2
. Аналогично с

отрицательным подпространством. Значит, и положительное и отрицательное подпро-
странства имеют размерность d

2
и сигнатура равна 0.

Упражнение 6.19. Используя идеи, предложенные в доказательстве выше, докажи-
те следующее утверждение. Если M4k — граница ориентируемого многообразия B
(возможно, несвязная), то сумма сигнатур ее компонент связности равна 0.

Из упражнения и определения бордизма следует, что сигнатура является инвари-
антом бордизма.

Из теоремы Тома (см. Предложение 6.15) следует, что сигнатура должна задавать-
ся некоторым рядом. Этот ряд был вычислен Хирцебрухом.

Теорема 6.20 (Теорема Хирцебруха о сигнатуре). Сигнатура задается рядом

Lptq “

?
t

tanhp
?
tq
“

8
ÿ

j“0

22jB2j

p2jq!
tj,

где tanhpxq “
ex ´ e´x

ex ` e´x
— гиперболический тангенс, а B2k — числа Бернулли.
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Доказательство. Пусть χL — род Хирцебруха, задавемый рядом
?
t

tanhp
?
tq
. И сигна-

тура и χL являются родами Хирцебруха, значит достаточно проверить, что их значе-
ния совпадают на образующих кольца ΩSO

˚ bQ. По теореме Тома, в качестве образу-
ющих можно взять CP 2n, n ě 1. Легко проверить, что сигнатура любого CP 2n равна
1.

Пусть a P H2pCP 2n;Qq — образующая кольца когомологий. Из упражнений 5.19 и
5.64 выводится, что полный класс Понтрягина касательного расслоения TCP 2n равен
p1 ` a2q2n`1. Для подсчета значения χLpCP 2nq, нужно проинтегрировать

ś

i Lptiq по
CP 2n, где ti — корни Понтрягина, то есть такой набор формальных символов, что
σjptiq “ pjpCP 2nq, или, эквивалентно,

ś

ip1 ` tiq “ ppCP 2nq. В качестве такого набо-
ра можно взять вполне конкретные (не формальные!) элементы ti “ a2 P H4pCP 2nq,
i “ 1, . . . , 2n` 1, поскольку они свойству

ś

ip1` tiq “ ppCP 2nq как раз удовлетворяют.

Значит,
ś2n`1

i“1 Lptiq “

˜ ?
a2

tanh
?
a2

¸2n`1

“

´ a

tanh a

¯2n`1

. Проинтегрировать этот эле-

мент по CP 2n означает найти коэффициент формального ряда
´ a

tanh a

¯2n`1

при a2n.
Это уже задача матана.

Коэффициент C при z2n комплексного ряда
´ z

tanh z

¯2n`1

можно посчитать как

C “
1

2π
?
´1

¿

1

z2n`1

´ z

tanh z

¯2n`1

dz “
1

2π
?
´1

¿

dz

ptanh zq2n`1
.

(интегрируем вокруг нуля). Делая замену u “ tanhpzq, получаем,

C “
1

2π
?
´1

¿

p1` u2 ` u4 ` . . .qdu

u2n`1
“ 1.

Значит χLpCP 2nq “ 1 “ σpCP 2nq и теорема доказана.

Замечание 6.21. Сигнатура также называется L-родом. Заметим, что значение L-рода
на любом многообразии является целым числом, поскольку он совпадает с сигнатурой.
Из задания L-рода при помощи ряда это отнюдь не очевидно.

Классы Понтрягина, а значит и числа Понтрягина, а значит и роды Хирцебруха,
можно определить не только для гладких многообразий, но и для кусочно-линейных
многообразий. Милнор построил 8-мерное кусочно-линейное многообразие, значение
L-рода на котором не целое. А значит, это многообразие не является гладким (совпа-
дение сигнатуры и L-рода имеет место для гладких многообразий).
Замечание 6.22. Для удобства пусть здесь будет начальный кусок разложения в ряд
Тейлора: t{ tanhptq “ 1` t2{3´ t4{45` 2t6{945` . . ..
Замечание 6.23. Явные вычисления показывают, что на 4-мерных гладких многооб-
разиях σpMq “ χLpMq “

1
3

ş

M
p1pMq, а на 8-мерных σpMq “ χLpMq “

1
45

ş

M
p7p2pMq ´

p1pMq
2q. Как следствие, первое число Понтрягина 4-мерного многообразия должно

быть кратно 3, а число x7p2pM
8q ´ p1pM

8q2, rM sy — кратно 45.
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Определение 6.24. Ориентируемое многообразие M называется стабильно почти
комплексным (или просто стабильно комплексным), если фиксирован изоморфизм
вещественных расслоений TM ‘Rk

– η, где η — комплексное расслоение (иными сло-
вами, на TM после добавления тривиального слагаемого введена комплексная струк-
тура).

Для стабильно комплексных многообразий можно естественным образом опреде-
лить классы Черна: cipMq “ cipηq P H

2ipM ;Zq и, как следствие, числа Черна.
Используя вместо классов Понтрягина классы Черна, можно так же как и раньше

задавать мультипликативные роды из кольца комплексных кобордизмов ΩU
˚ в R.14

Определение 6.25. Род Хирцебруха стабильно комплексных многообразий, задан-

ный рядом Qyptq “
tp1` ye´tp1`yqq

1´ e´tp1`yq
, называется χy-рядом. Здесь y — параметр.

При y “ ´1 получаем Q´1ptq “ t, а значит χ´1pMq “
ş

M
t1 . . . tn “

ş

M
cnpMq

(если M — почти комплексное, то это число совпадает с эйлеровой характеристи-

кой, поскольку cnpTMq “ epTMq). При y “ 1 получаем Q1ptq “
t

tanhptq
, значит

χ1pMq “ σpMq — сигнатура (поскольку для стабильно комплексных многообразий
“корни Черна — это квадратные корни из корней Понтрягина”, см. упр.5.64). При
t “ 0 получаем Q0ptq “

t
1´e´t . Соответствующий род называется родом Тодда.

Можно понимать y как универсальный параметр, то есть считать, что χy — это
род, принимающий значение в R “ Qrys.

Теорема 6.26 (Хирцебрух). Пусть M2n — компактное комплексное многообразие.
Тогда χypMq “

ř

p χ
ppMqyp. Здесь χppMq “

řn
q“0p´1qqhp,qpMq, где hp,qpMq — чис-

ла Ходжа (размерности когомологий Дольбо). В частности, род Тодда совпадает с
арифметическим родом.

Замечание 6.27. ЕслиM — почти комплексное многообразие, то также верна формула
χypMq “

ř

p χ
ppMqyp, где на этот раз χppMq — индексы дифференциальных операто-

ров специального вида, то есть целые числа. В частности, род Тодда любого почти
комплексного многообразия — целое число.
Пример 6.28. ПустьM — почти комплексное многообразие вещественной размерности
4. Пусть c2 “

ş

M
c2pMq, c2

1 “
ş

M
c1pMq

2. Имеем χpMq “ c2, σpMq “
c21´2c2

3
, TdpMq “

c21`c2
12

. Отсюда вытекает TdpMq “ χpMq`σpMq
4

.
Пример 6.29. Известно, что M “ CP 2#CP 2 — стабильно комплексное многообразие
(см.[8, стр.126]). Несложный подсчет дает χpMq “ 4, σpMq “ 2. Значит TdpMq “ 3{2.
Следовательно на M не существует почти комплексной структуры, согласно замеча-
нию 6.27 и выкладке из предыдущего примера.

14Кольцо комплексных кобордизмов не определялось, но для дальнейшего достаточно понимать,
что в данный момент мы с помощью рядов и классов Черна строим инварианты не всех многообразий,
а лишь стабильно комплексных.
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Замечание 6.30. При этом, CP 2#p´CP 2q — это вполне себе комплексное многообра-
зие, даже алгебраическое. В алгебраической геометрии оно получается как раздутие
CP 2 в точке и называется поверхностью Хирцебруха (пример торического многооб-
разия).

6.5 Характер Черна

Упражнение 6.31. Пусть t1, . . . , tn — корни Черна расслоения ξ, а t11, . . . , t1k — корни
Черна расслоения η над той же базой. Докажите, что набор tti ` tjuiPrns

jPrks

является

набором корней Черна расслоения ξ b η.
Указание:

1. Если f, g : B Ñ BUpnq классифицируют ξ и η соответственно, то ξ b η класси-
фицируется композицией B ∆

Ñ BˆB
fˆg
Ñ BUpnqˆBUpkq Ñ BUpnkq, где послед-

нее отображение индуцировано гомоморфизмом групп s : Upnq ˆ Upkq Ñ Upnkq,
отправляющим матрицы A P Upnq, C P Upkq в их кронекерово (тензорное) про-
изведение.

2. Рассмотреть отображение r : T n ˆ T k Ñ T n`k, pλ1, . . . , λnq ˆ pλ
1
1, . . . , λ

1
kq ÞÑ ptit

1
jq

и индуцированную диаграммы

T n ˆ T k
r //

� _

��

T nk� _

��
Upnq ˆ Upkq s // Upnkq

BT n ˆBT k
Br //

��

BT nk

��
BUpnq ˆBUpkqBs // BUpnkq

3. Описать индуцированный гомоморфизм когомологийBr˚ : H˚pBT nkq Ñ H˚pBT nˆ
BT kq.

Для комплексного расслоения ξ с базой B и корнями Черна t1, . . . , tn рассмотрим
размерностно-неоднородный элемент chpξq :“ et1 ` ¨ ¨ ¨ ` etn P H2˚pB;Qq (он коррект-
но определен, поскольку выражение симметрично по ti). Этот элемент называется
характером Черна расслоения ξ.

Упражнение 6.32. Докажите, что характер Черна задает мультипликативный гомо-
морфизм из KpBq в H2˚pB;Qq. Иными словами, chpξ‘ ηq “ chpξq` chpηq и chpξb ηq “
chpξq ¨ chpηq.
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