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Ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Â ïðîøëûé ðàç ìû çàêîí÷èëè òåì, ÷òî îáñóäèëè êîãîìîëîãèè ïó÷êîâ � ïðîèçâîäíûå
ôóíêòîðû îò ôóíêòîðà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé íà êàòåãîðèè ïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï èëè
ïó÷êîâ ìîäóëåé íàä ïó÷êîì êîëåö.

Ñåãîäíÿ ìû ïîãîâîðèì ïðî äðóãèå âàæíûå ïðèìåðû àääèòèâíûõ ôóíêòîðîâ íà êàòå-
ãîðèè ïó÷êîâ � ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå ôóíêòîðû Hom, à òàêæå ôóíêòîð Tor.

Ôóíêòîð Hom. Ïóñòü R � ïó÷îê êîëåö íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà
êàòåãîðèÿ R−mod ïó÷êîâ ìîäóëåé íàä R � àáåëåâà êàòåãîðèÿ, è îïðåäåëåí ôóíêòîð

ìîðôèçìîâ Hom(−,−) : (R−mod)◦ × (R−mod) → Ab. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå
ôóíêòîðû Exti(−,−) è RHom(−,−) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðîèçîäíûå ôóíêòîðû ïî
âòîðîìó àðãóìåíòó ïðè ïîìîùè èíúåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò â êàòåãîðèè ïó÷êîâ R-ìîäóëåé.

Ôóíêòîð Tor. Òàêæå, êàê è íà êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì, îïðåäåëåí ôóíêòîð
òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ (mod−R) × (R−mod) → Ab. À èìåííî, äëÿ ïó÷êîâ F è G
îïðåäåëèì F ⊗R G êàê ïó÷îê, àññîöèèðîâàííûé ñ ïðåäïó÷êîì U 7→ F(U)⊗R(U) G(U).
Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî òåíçîðíîå óìíîæåíèå ïó÷êîâ êîììóòèðóåò ñ îãðàíè÷åíèåì:
(F ⊗R G)|U ∼= F|U ⊗R|U G|U è ñ ïåðåõîäîì ê ñëîþ: (F ⊗R G)|x ∼= F|x ⊗R|x G|x.

Ôóíêòîð òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ òî÷åí ñïðàâà ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ. Îäíàêî îïðå-
äåëèòü ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ïðè ïîìîùè ïðîåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò çàòðóäíè-
òåëüíî: ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ ÷àñòî áûâàåò íåäîñòàòî÷íî. Ïîýòîìó ìû âîñïîëüçóåìñÿ
àêñèîìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà è äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ëåâî-
ãî ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà îò F ⊗ − íà êàòåãîðèè D−(R−mod) ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé
êîíñòðóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü êëàññ îáúåêòîâ P àáåëåâîé êàòåãîðèè A îáëàäàåò äâóìÿ ñâîé-
ñòâàìè îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà F : A → B:

1. ëþáîé îáúåêò èç A íàêðûâàåòñÿ íåêîòîðûì îáúåêòîì èç P ;

2. åñëè K• � òî÷íûé îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ îáúåêòîâ èç P , òî êîìïëåêñ F (K•)
òî÷åí.

Òîãäà êëàññ P íàçûâàåòñÿ ïðèñïîñîáëåííûì ñëåâà ê ôóíêòîðó F .

Ïðèìåðû. Â êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì êëàññ ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ ïðèñïîñîá-
ëåí ñëåâà ê ëþáîìó ôóíêòîðó, òî÷íîìó ñïðàâà. Òàêæå, êëàññ ñâîáîäíûõ ìîäóëåé ïðè-
ñïîñîáëåí ñëåâà ê ëþáîìó ôóíêòîðó, òî÷íîìó ñïðàâà. Êëàññ âÿëûõ ïó÷êîâ ïðèñïîñîáëåí
ñïðàâà ê ôóíêòîðó ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé íà êàòåãîðèè ïó÷êîâ ìîäóëåé íàä ïó÷êîì êîëåö.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü F : A → B � ôóíêòîð ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè. Ïóñòü P
� êëàññ îáúåêòîâ â A, ïðèñïîñîáëåííûé ñëåâà ê ôóíêòîðó F . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëîáàëü-

íûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð LF : D−(A)→ D−(B). Òàêæå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ëå-

âûé δ-ôóíêòîð (Fi, δi) èç A â B ñ F0 = F .

Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðîâåä¼ì â àáñòðàêòíîì êîíòåêñòå ëîêàëèçàöèè ôóíêòîðà îòíîñè-
òåëüíî òðèíàãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèè.

Ëåììà 3. Ïóñòü F : T → T ′ � òî÷íûé ôóíêòîð ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãî-

ðèÿìè, à N ⊂ T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî èçîìîð-

ôèçìîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ T0 ⊂ T òàêàÿ, ÷òî

F (T0 ∩ N ) = 0 è äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X ∈ T íàéä¼òñÿ ìîðôèçì f : F → X, ãäå F ∈ T0 è

êîíóñ f ëåæèò â N . Òîãäà ó F ñóùåñòâóåò ëåâàÿ ëîêàëèçàöèÿ ïî N .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
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Âëîæåíèå σ : T0 → T èíäóöèðóåò åñòåñòâåííûé ôóíêòîð σ̄ : T0/(T0 ∩ N ) → T /N . Îí
áóäåò ñòðîãî ïîëíûì (ýòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû äîêàçûâàëè, ÷òî äâà
îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ýêâèâàëåíòíû). Êðîìå òîãî, îí áóäåò
ñóùåñòâåííî ñþðúåêòèâíûì, òàê êàê ó ëþáîãî îáúåêòà èç T åñòü ðåçîëüâåíòà îáúåêòîì
èç T0. Ïîýòîìó σ̄� ýêâèâàëåíòíîñòü. Êîìïîçèöèÿ F0 = Fσ ïåðåâîäèò T0 ∩ N â íîëü, ïî-
ýòîìó ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôóíêòîð F̄0 : T0/(T0 ∩N ). Îïðåäåëèì LF êàê F̄0 ◦ (σ̄)−1. Ìîæíî
îïðåäåëèòü ìîðôèçì LF ◦Q→ F è ïîêàçàòü, ÷òî îí áóäåò ëåâîé ëîêàëèçàöèåé F .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2. Âñ¼ ñëåäóåò èç ëåììû 3. Íóæíî ðàññìîòðåòü ôóíêòîð F
ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè T = K−(A) → D−(B) = T ′, ïîëíóþ ïîäêàòå-
ãîðèþ àöèêëè÷íûõ êîìïëåêñîâ N ⊂ T è ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ T0 ⊂ T , îáðàçîâàííóþ
êîìïëåêñàìè, ó êîòîðûõ âñå ÷ëåíû ëåæàò â P . Òîãäà óñëîâèå F (N ∩ T0) âûïîëíåíî ïî
ïðåäïîëîæåíèþ. À òî, ÷òî ó ëþáîãî îáúåêòà T åñòü ðåçîëüâåíòà îáúåêòîì èç T0, äîêàçûâà-
åòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ïðîåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò îãðàíè÷åííûõ ñïðàâà êîìïëåêñîâ ìîäóëåé
íàä êîëüöîì. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ëåììå 3, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð LF .

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå âòîðóþ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2 èìååì LF (K•) = F (P (K)•), ãäå P (K)•
� ðåçîëüâåíòà êîìïëåêñà K• ∈ Kom−(A) ñ ÷ëåíàìè, ëåæàùèìè â P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíîå òåíçîðíîå óìíîæåíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ïðèìåíÿòü îáû÷íîå òåíçîðíîå óìíîæåíèå ê ïëîñêèì ðåçîëüâåíòàì. Ïó÷îê (ïðàâûõ) R-
ìîäóëåé F íàçûàåòñÿ ïëîñêèì (ñëåâà), åñëè ôóíêòîð F ⊗R − òî÷åí.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü F � ïó÷îê R-ìîäóëåé íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Òî-

ãäà êëàññ ïëîñêèõ ïó÷êîâ R-ìîäóëåé ïðèñïîñîáëåí ñëåâà ê ôóíêòîðó F⊗R−. Ñóùåñòâóåò
ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð D−(R−mod)→ D−(R−mod) îò ôóíêòîðà F ⊗R −.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïëîñêèå ïó÷êè îáðàçóþò ïðèñïîñîáëåííûé êëàññ. Äëÿ
ýòîãî íóæíî óñòàíîâèòü äâà óñëîâèÿ. Òî, ÷òî ïëîñêèõ ïó÷êîâ äîñòàòî÷íî ìíîãî, ìû ïðîâå-
ðåì â ëåììå 6 íèæå, ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî òåíçîðíîå óìíîæåíèå íà F ïåðåâîäèò îãðàíè÷åí-
íûå ñïðàâà òî÷íûå êîìïëåêñû ïëîñêèõ ìîäóëåé â òî÷íûå êîìïëåêñû. Òî÷íîñòü êîìïëåêñà
ïó÷êîâ ìîæíî ïðîâåðÿòü ïîñëîéíî, âçÿòèå ñëîÿ ïåðåñòàíîâî÷íî ñ òåíçîðíûì óìíîæåíèåì,
à ñëîé ïëîñêîãî ïó÷êà � ïëîñêèé ìîäóëü íàä Rx. Ïîýòîìó ïðîâåðêà ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì, ãäå ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêò áûë äîêàçàí â ëåêöèè ïðî
àáåëåâû êàòåãîðèè (ôóíêòîðû Tor ìîæíî âû÷èñëÿòü ÷åðåç ⊗-àöèêëè÷íûå ðåçîëüâåíòû).

Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà òåïåðü ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.

Ëåììà 6. Â êàòåãîðèè R−mod äîñòàòî÷íî ìíîãî ïëîñêèõ îáúåêòîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðóêòóðíûé ïó÷îê R ïëîñêèé. Íåñëîæíî òàêæå âèäåòü, ÷òî ïëîñêèì
áóäåò ïó÷îê j!j

∗R äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî âëîæåíèÿ ïîäìíîæåñòâà j : U → X. Ïóñòü F
� ïðîèçâîëüíûé ïó÷îê R-ìîäóëåé. Âûáåðåì ìíîæåñòâî si ∈ F(Ui) åãî ñå÷åíèé, êîòîðîå
ïîðîæäàåò ñëîè F âî âñåõ òî÷êàõ (íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé íà
âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ). Âñÿêîå ñå÷åíèå îïðåäåëÿåò ìîðôèçì j!j

∗R → F , òàê êàê
HomX(j!j

∗R,F) = HomUi
(j∗R, j∗F) 3 si. Ðàññìîòðèì èõ ñóììó: ýòî ìîðôèçì ⊕ij!j

∗R →
F . Î÷åâèäíî, îí ñþðúåêòèâíûé è ïó÷îê ⊕ij!j

∗R ïëîñêèé.

Ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îò F⊗R− îáîçíà÷àþò F⊗LR−. Êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå
ôóíêòîðû òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç êîãîìîëîãèè:

TorRi (F ,G) = Hi(F ⊗LR G).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè îáðàçóþò óíèâåðñàëüíûé δ-ôóíêòîð.

Ôóíêòîð Hom.
Îïðåäåëèì ôóíêòîð ëîêàëüíûõ ìîðôèçìîâ (R−mod)◦×(R−mod)→ ShAb. À èìåí-

íî, äëÿ ïó÷êîâ F è G îïðåäåëèì Hom(F ,G) êàê ïó÷îê U 7→ Hom(F|U ,G|U) (ïðîâåðüòå,
÷òî ýòî ïó÷îê).

Ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû Exti(−,−) îò ëîêàëüíûõ ìîðôèçìîâ íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè
Ext'àìè, èõ ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ïðè ïîìîùè èíúåêòèâíîé ðåçîëü-
âåíòû. Íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì:
Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî Ext êîììóòèðóåò ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà:

ExtiR(F ,G)|U = ExtiR|U (F|U ,G|U).

Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ãëîáàëüíûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

RHom(F ,−) : D+(R−mod)→ D+(ShAb).

Åñëè ïó÷îê êîëåö R îáðàçîâàí êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè, òî Hom(F ,G) è Exti(F ,G)
áóäóò ïó÷êàìè R-ìîäóëåé, à íå ïðîñòî àáåëåâûõ ãðóïï.

Íà ïðàêòèêå ôóíêòîðû Tor è Ext óäîáíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ëîêàëüíî ñâîáîä-
íûõ ðåçîëüâåíò, à íå ïëîñêèõ/èíúåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò. Òàê, íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ó ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòî òðåáîâàíèå ëîæèòñÿ â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ êîãåðåíòíîãî ïó÷êà: ïó-
÷îê íàçûâàåòñÿ êîãåðåíòíûì, åñëè ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êîÿäðî ìîðôèçìà ìåæäó
ñâîáîäíûìè ïó÷êàìè êîíå÷íîãî ðàíãà. Ìû æå áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òåì ñëó÷àåì, êîãäà
â êàòåãîðèè R − f.g.mod êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ R-ìîäóëåé äîñòàòî÷íî ìíîãî ëîêàëüíî
ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ.
Çàäà÷à 4. a)Ïóñòü F � ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê êîíå÷íîãî ðàíãà, à G � åù¼ îäèí ïó÷îê
R-ìîäóëåé, òîãäà HomR(F ,G)x = HomRx(Fx,Gx) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñâîáîäíîãî ïó÷êà F áåñêîíå÷íîãî ðàíãà ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå
íå îáÿçàòåëüíî âåðíî.

c)Ïóñòü F• � îãðàíè÷åííûé ñïðàâà òî÷íûé êîìïëåêñ ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ êîíå÷-
íîãî ðàíãà, òîãäà êîìïëåêñ Hom(F•,G) òî÷åí.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü â êàòåãîðèè R − f.g.mod êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïó÷êîâ R-
ìîäóëåé äîñòàòî÷íî ìíîãî ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ. Òîãäà ëîêàëüíî ñâîáîäíûå ïó÷êè

êîíå÷íîãî ðàíãà îáðàçóþò êëàññ, ïðèñïîñîáëåííûé ñëåâà ê ôóíêòîðó Hom(−,G), ãäå G
� íåêîòîðûé ïó÷îê R-ìîäóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåí ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

RHom(−,G) íà êàòåãîðèè R− f.g.mod.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ëîêàëüíî ñâîáîäíûå ïó÷êè îáðàçóþò ïðèñïîñîáëåííûé êëàññ,
ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèé è èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîãî ôóíê-
òîðà ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.

Òàêæå ïðè ïîìîùè ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ ìîæíî âû÷èñëÿòü ôóíêòîðû Tor, òàê
êàê ëîêàëüíî ñâîáîäíûå ïó÷êè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêòîðû Ext è Tor, îïðåäåë¼ííûå êàê ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû
ïî ïåðâîìó è ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, èçîìîðôíû. Êðîìå òîãî, ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèç-
âîäíûå ôóíêòîðû

RHom : D−(R−mod)×D+(R−mod)→ D+(Ab),
RHom : D−(R−mod)×D+(R−mod)→ D+(ShAb),

ó êîòîðûõ îáà àðãóìåíòà � êîìïëåêñû, àíàëîãè÷íî äëÿ ⊗L. Ýòèì âñåì ìû íå áóäåì çàíè-
ìàòüñÿ.

Êàê, çíàÿ Exti(F ,G), âû÷èñëèòü Exti(F ,G)? Íàñêîëüêî áëèçîê êîìïëåêñ F (K•) ê ïðî-
èçâîäíîìó ôóíêòîðó LF (M), åñëè K• � êàêàÿ-òî ðåçîëüâåíòà M , íå îáÿçàòåëüíî ïðè-
ñïîñîáëåííàÿ ê ôóíêòîðó F? Íà ýòè è äðóãèå âîïðîñû ïîìîãàþò îòâåòèòü ñïåêòðàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

×òî òàêîå ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü? Ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íà-
çûâàåòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð äàííûõ:

1. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèãðàäóèðîâàííûõ îáúåêòîâ Ep,q
k (p, q ∈ Z, k ∈ N) íåêîòîðîé

àáåëåâîé êàòåãîðèè A (ãîâîðÿò, ÷òî îáúåêòû E••k îáðàçóþò k-é ëèñò);

2. íàáîð äèôôåðåíöèàëîâ dp,qk : Ep,q
k → Ep+k,q−k+1

k òàêèõ, ÷òî d2 = 0;

3. íàáîð èçîìîðôèçìîâ ker dp,qk / im dp−k,q+k−1
k → Ep,q

k+1.

Îáúåêòû ñëåäóþùåãî ëèñòà ñòðîÿòñÿ êàê êîãîìîëîãèè äèôôåðåíöèàëîâ íà ïðåäûäó-
ùåì ëèñòå, à âîò äèôôåðåíöèàëû íà ñëåäóþùåì ëèñòå íå îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäûäóùèì.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ p, q íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k
÷ëåíû Ep,q

k ïåðåñòàþò ìåíÿòüñÿ (ò.å. dp,qk = dp−k,q+k−1
k = 0). Â òàêîì ñëó÷àå îïðåäåë¼í áåñêî-

íå÷íûé ëèñò Ep,q
∞ . Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ãðàäóèðîâàííîìó îáúåêòó

En, åñëè ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ óáûâàþùàÿ ôèëüòðàöèÿ . . . ⊃ FpE
n ⊃ Fp+1E

n ⊃ . . . (ò.å.
∩pFpEn = 0,∪pFpEn = En), äëÿ êîòîðîé

FpE
p+q/Fp+1E

p+q ∼= Ep,q
∞ .

Ëåììà 8. Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñðåäîòî÷åíà â 1-ì èëè 3-ì êîîð-

äèíàòîì óãëó. Òîãäà îíà ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.

Åñëè ëèñòû ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåñòàþò ìåíÿòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ k-ãî, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûðîæäàåòñÿ íà k-ì ÷ëåíå.

Êàê ñòðîèòü ñïåêòðàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? Ìû ðàññìîòðèì îäíó êîíñòðóêöèþ,
÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé áóäóò âñå èíòåðåñóþùèå íàñ ïðèìåðû, � ñïåêòðàëüíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ôèëüòðîâàííîãî êîìïëåêñà.
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Ïóñòü K• � êîìïëåêñ îáúåêòîâ àáåëåâîé êàòåãîðèè A. Ïóñòü ó K• çàäàíà óáûâàþùàÿ
ôèëüòðàöèÿ ïîäêîìïëåêñàìè FpK

• ⊂ K•. Ïîñòðîèì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà Zp,q
k :

Zp,q
k = FpK

p+q ∩ d−1(Fp+kK
p+q+1).

Ýòî íåìíîãî áîëüøå, ÷åì öèêëû â FpK
p,q. Â Zp,q

k åñòü ïîäîáúåêòû: Zp+1,q−1
k−1 è dZp−k+1,q+k−2

k−1 .
Îïðåäåëèì Ep,q

k êàê ôàêòîð

Ep,q
k = Zp,q

k /(Zp+1,q−1
k−1 + dZp−k+1,q+k−2

k−1 ).

Çàìå÷àíèå 9. Çàìåòèì, ÷òî Zp,q
0 = Zp,q

−1 = FpK
p+q. Ïîýòîìó

Ep,q
0 = FpK

p+q/(Fp−1K
p+q + dFp−1K

p+q−1) = FpK
p+q/Fp−1K

p+q.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî d � äèôôåðåíöèàë êîìïëåêñà K• � ïåðåâîäèò Z
p,q
k â Zp+k,q−k+1

k ,

à Zp+1,q−1
k−1 + dZp−k+1,q+k−2

k−1 � â Zp+k+1,q−k
k−1 + dZp+1,q−1

k−1 è òåì ñàìûì èíäóöèðóåò ìîðôèçì

dp,qk : Ep,q
k → Ep+k,q−k+1

k .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ôàêò:

Ëåììà 10. Äëÿ îïðåäåë¼ííûõ âûøå Ep,q
k è dp,qk âåðíî, ÷òî

ker dp,qk / im dp−k,q+k−1
k

∼= Ep,q
k+1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàæäîì ÷ëåíåKi ôèëüòðàöèÿ êîíå÷íà: FpK
i =

Ki ïðè p << 0, FpK
i = 0 ïðè p >> 0. Òîãäà ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ

ê En = Hn(K•).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèÿ ïîäêîìïëåêñîâ FpK
• → K• èíäóöèðóþò ãîìîìîðôèçìû êî-

ãîìîëîãèé Hn(FpK
•)→ Hn(K•). Îáîçíà÷èì èõ îáðàçû ÷åðåç FpH

n(K•). Èç óñëîâèÿ ñëåäó-
åò, ÷òî ïðè áîëüøèõ p FpH

n(K•) = 0, à ïðè ìàëåíüêèõ p � FpH
n(K•) = Hn(K•). Ïîëó÷àåì

ðåãóëÿðíóþ ôèëüòðàöèþ íà êîãîìîëîãèÿõ K•. Ïîêàæåì, ÷òî ê íåé è ñõîäèòñÿ ñïåêòðàëü-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðè áîëüøèõ k èìååì Zp,q
k = Z(K•) ∩ FpKp+q è dZp−k+1,q+k−2

k−1 = B(K•) ∩ FpKp+q. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ k

Ep,q
∞ = Ep,q

k = Zp,q
k /(Zp+1,q−1

k−1 + dZp−k+1,q+k−2
k−1 ) =

= (Z(K•) ∩ FpKp+q)/(B(K•) ∩ FpKp+q + Z(K•) ∩ Fp+1K
p+q) =

= FpH
p+q(K)/Fp+1H

p+q(K),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ êàíîíè÷åñêîé ôèëü-
òðàöèåé êîìïëåêñà K• ïîäêîìïëåêñàìè (τ6pK)•.
Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòå ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ ôèëüòðàöèåé, ñî-
ñòîÿùåé èç îäíîãî ïîäêîìïëåêñà â êîìïëåêñå.
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Äðóãàÿ âàæíàÿ äëÿ íàñ êîíñòðóêöèÿ � ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèêîìïëåêñà.
Îíà ñâÿçàíà ñ åñòåñòâåííûìè ôèëüòðàöèÿìè íà ñâ¼ðòêå áèêîìïëåêñà.

Ïóñòü K•• � áèêîìïëåêñ. Ââåä¼ì íà Tot•(K) ãîðèçîíòàëüíóþ ôèëüòðàöèþ:

FmTot
n(K) = ⊕p+q=n,p>mKp,q.

Åñëè íà êàæäîé äèàãîíàëè p+q = const íàõîäèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ áèêîìïëåêñà, òî
ýòà ôèëüòðàöèÿ áóäåò ðåãóëÿðíîé, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóäåò ñõîäèòüñÿ ê êîãîìîëîãèÿì ñâ¼ðòêè áèêîìïëåêñà. Âû÷èñëèì å¼ ÿâíî.

Ó áèêîìïëåêñà îïðåäåëåíû äâà òèïà êîãîìîëîãèé � îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíûõ äèô-
ôåðåíöèàëîâ è îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíûõ, èõ îáîçíà÷àþò Hp,q

I (K) è Hp,q
II (K), àíàëîãè÷íî

äëÿ öèêëîâ è ãðàíèö. Âåðòèêàëüíûå äèôôåðåíöèàëû èíäóöèðóþò ìîðôèçìû Hp,q
I (K)→

Hp,q+1
I (K), ìîæíî âû÷èñëèòü êðàòíûå êîãîìîëîãèè HIIH

p,q
I (K) îòíîñèòåëüíî ýòèõ äèô-

ôåðåíöèàëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 12. Â ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèêîìïëåêñà, ñâÿçàííîé ñ ãîðè-

çîíòàëüíîé ôèëüòðàöèåé,

Ep,q
0 = Kp,q, Ep,q

1 = Hp,q
II (K), Ep,q

2 = HIH
p,q
II (K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, èìååì

Ep,q
0 = FpTot

p+qK/Fp−1Tot
p+qK = Kp,q.

Âû÷èñëÿÿ êîãîìîëîãèè âåðòèêàëüíîãî äèôôåðåíöèàëà dII , ïîëó÷àåìE
p,q
1 = ker dp,qII / im dp,q−1

II =
Hp,q
II (K). Âû÷èñëÿÿ êîãîìîëîãèè îòíîñèòåëüíî d1, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ E2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåðòèêàëüíóþ ôèëüòðàöèþ è ñâÿçàííóþ ñ íåé ñïåê-
òðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðèìåð: ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Õîäæà � äå Ðàìà.
Òåïåðü îòâåòèì íà âòîðîé âîïðîñ. Ïóñòü K• � ðåçîëüâåíòà îáúåêòà M àáåëåâîé êàòå-

ãîðèè A, à F : A → B � òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû â A äîñòàòî÷íî
ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Âûáåðåì ó êàæäîãî Ki ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó Pi• è ïðî-
äîëæèì äèôôåðåíöèàëû dKi äî ìîðôèçìà ðåçîëüâåíò. Êàê ìû óâèäèì íèæå, èõ ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü áèêîìïëåêñ Pi,j. Îí ñîñðåäîòî÷åí â 3-ì êîîðäèíàòíîì óãëó.
Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ ãîðèçîíòàëüíîé ôèëüòðàöè-
åé ýòîãî áèêîìïëåêñà. Ïîëó÷èì Ep,q

1 = 0 ïðè q 6= 0, Ep,0
1 = Kp. Âû÷èñëÿÿ ñëåäóþùèé

÷ëåí, ïîëó÷àåì Ep,q
2 = 0 ïðè q 6= 0 èëè p 6= 0, E0,0

2 = M . ßñíî, ÷òî E2 = E∞ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ìû çíàåì êîãîìîëîãèè ñâ¼ðòêè Tot•(P ) � îíè ðàâíû M [0]. Ò.å. êîìïëåêñ Tot•(P )
� ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà îáúåêòà M è, çíà÷èò,

LiF (M) = Hi(F (Tot•(P••))) = Hi(Tot•(F (P••))).

Ýòè êîãîìîëîãèè ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñâÿ-
çàííîé ñ ãîðèçîíòàëüíîé ôèëüòðàöèåé áèêîìïëåêñà F (P••). Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêòîðîâ, èìååì Epq

1 = L−qF (Kp). Ìû äîêàçàëè

Ïðåäëîæåíèå 13. Ïóñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáú-

åêòîâ. Ïóñòü K• � ðåçîëüâåíòà îáúåêòà M , à F : A → B � òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ

Epq
1 = L−qF (K−p),

ñõîäÿùàÿñÿ ê En = L−nF (M).
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Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîìåíòàëüíî âûòåêàåò òî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ôóíê-
òîðû ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè àöèêëè÷íûõ ðåçîëüâåíò.

Íàêîíåö, îòâåòèì íà ïåðâûé âîïðîñ î ñâÿçè ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ Ext'îâ. Ýòî åñòå-
ñòâåííî äåëàòü â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà îò êîìïîçèöèè.

Ïóñòü A, B, C � àáåëåâû êàòåãîðèè, à F : A → B è G : B → C � àääèòèâíûå ôóíêòîðû,
òî÷íûå ñïðàâà. Êàê ñâÿçàíû ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò GF , G è F?

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êëàññû îáúåêòîâ PA ⊂ A è PB ⊂ B,
ïðèñïîñîáëåííûå ñëåâà ê ôóíêòîðàì F è G ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü F (PA) ⊂ PB. Òîãäà
ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð L(GF ) ñóùåñòâóåò è èçîìîðôåí LG ◦ LF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, êëàññ PA ïðèñïîñîáëåí ê ôóíêòîðó GF ñëåâà, òàê êàê GF
ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííûå ñïðàâà òî÷íûå êîìïëåêñû îáúåêòîâ èç PA â òî÷íûå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð L(GF ) ñóùåñòâóåò. Äàëåå, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç F,G è GF ôóíêòî-
ðû ìåæäó ãîìîòîïè÷åñêèìè êàòåãîðèÿìè, à ÷åðåç Q ëîêàëèçàöèè, ìû èìååì ìîðôèçìû
ôóíêòîðîâ LF ◦ Q → QF è LG ◦ Q → QG, à òàêæå èõ êîìïîçèöèþ LG ◦ LF ◦ Q →
LG ◦ Q ◦ F → QGF . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà, îíà ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç
êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì LG ◦ LF → L(GF ). Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ìîðôèçì � èçîìîðôèçì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P• ∈ Kom−(PA) � ðåçîëüâåíòà äëÿ êîìïëåêñà K• ∈ Kom−(A). Òî-
ãäà LF (K•) èçîìîðôåí F (P•), ïðè÷¼ì ïîñëåäíèé êîìïëåêñ ëåæèò â Kom−(PB) è ïîýòîìó
LG(LF (K•)) ∼= G(F (P•)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, L(GF )(K•) òàêæå èçîìîðôíî GF (P•), ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 15. Çàìåòèì, ÷òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé ðàâåíñòâî L(GF ) ∼=
LG ◦ LF íåâåðíî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüì¼ì A = C = C−mod, B = C[x]−mod. Ïóñòü
F : C−mod→ C[x]−mod è G : C[x]−mod→ C−mod åñòü ñîîòâåòñòâåííî ñóæåíèå è ðàñøè-
ðåíèå ñêàëÿðîâ ïðè ãîìîìîðôèçìå C[x]→ C, ïåðåâîäÿùåì x â 0. Èíûìè ñëîâàìè, F åñòü
òàâòîëîãè÷åñêèé ôóíêòîð, ââîäÿùèé íà C-âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå òðèâèàëüíîå äåéñòâèå
ïåðåìåííîé x, à G(−) = −⊗C[x]C[x]/(x). Ôóíêòîð F òî÷åí, ôóíêòîð G òî÷åí ñïðàâà, íî íå

òî÷åí. Íàïðèìåð, L1G(C) = Tor
C[x]
1 (C,C) = C. Ïîýòîìó êîìïîçèöèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòî-

ðîâ LG◦LF íå ñâîäèòñÿ ê ïî÷ëåííîìó ïðèìåíåíèþ F è G. Òàê, LG(LF (C)) = C⊕C[1]. Â òî
æå âðåìÿ, GF åñòü òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð, à çíà÷èò è L(GF ) � òàêæå òîæäåñòâåííûé.

Òåïåðü âûðàçèì ðàâåíñòâî L(GF ) = LG◦LF íà ÿçûêå ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè êëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ äîñòðàèâàòü êîì-
ïëåêñû ïî÷ëåííûìè ïðîåêòèâíûìè ðåçîëüâåíòàìè äî áèêîìïëåêñîâ, îáëàäàþùèõ õîðîøè-
ìè ñâîéñòâàìè.

Áèêîìïëåêñ K•• íàçûâàåòñÿ (ïðîåêòèâíîé) ðåçîëüâåíòîé Êàðòàíà-Ýéëåíáåðãà êîì-
ïëåêñà L•, åñëè

• äëÿ ëþáîãî i êîìïëåêñ Ki• � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ Li;

• äëÿ ëþáîãî i êîìïëåêñ ZI(Ki•) � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ Zi(L);

• äëÿ ëþáîãî i êîìïëåêñ BI(Ki•) � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ Bi(L);

• äëÿ ëþáîãî i êîìïëåêñ HI(Ki•) � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ Hi(L);

• òî÷íûå òðîéêè 0 → ZI
i,j(K) → Ki,j → BI

i+1,j(K) → 0 è 0 → BI
i,j(K) → ZI

i,j(K) →
HI
i,j(K)→ 0 ðàñùåïèìû ïðè âñåõ i, j.
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Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ñâ¼ðòêà ðåçîëüâåíòû Êàðòàíà-Ýéëåíáåðãà áóäåò ïðîåêòèâíîé
ðåçîëüâåíòîé äëÿ L•, åñëè â ðåçîëüâåíòå Êàðòàíà-Ýéëåíáåðãà íà êàæäîé äèàãîíàëè p +
q = const íàõîäèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Ýòî âûïîëíåíî, åñëè êîìïëåêñ L• îãðàíè÷åí
ñïðàâà èëè A èìååò êîíå÷íóþ ãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåê-

òîâ. Òîãäà ó ëþáîãî êîìïëåêñà L• ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà Êàðòàíà-Ýéëåíáåðãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì, äîêàçàííûì ðàíåå: åñëè 0 → K →
L→M → 0 � òî÷íàÿ òðîéêà, òî äëÿ ëþáûõ ïðîåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò P (K)• è P (M)• ñóùå-
ñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà P (L)• è ïî÷ëåííî ðàñùåïèìàÿ òî÷íàÿ òðîéêà ðåçîëüâåíò
0→ P (K)• → P (L)• → P (M)• → 0, ñîãëàñîâàííàÿ ñ èñõîäíîé òî÷íîé òðîéêîé.

Ïîñòðîèì ñíà÷àëà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðîåêòèâíûå ðåçîëüâåíòû äëÿHi(L) è Bi(L).
Ðàññìîòðèì òî÷íûå òðîéêè 0→ Bi(L)→ Zi(L)→ Hi(L)→ 0. Äîïîëíèì èõ äî òðîåê ïðî-
åêòèâíûõ ðåçîëüâåíò, êàê óêàçàíî âûøå. Çàòåì ðàññìîòðèì òî÷íûå òðîéêè 0 → Zi(L) →
Li → Bi+1(L) → 0 è ñíîâà äîïîëíèì èõ äî òðîåê ðåçîëüâåíò, êàê îïèñàíî âûøå. Òåïåðü
ñêëåèì âñå òî÷íûå òðîéêè ðåçîëüâåíò â áèêîìïëåêñ, î÷åâèäíî, òðåáóåìûå ñâîéñòâà áóäóò
âûïîëíåíû.

Ïðåäëîæåíèå 17. Ïóñòü A, B, C � àáåëåâû êàòåãîðèè, à F : A → B è G : B → C �

òî÷íûå ñïðàâà ôóíêòîðû. Ïóñòü â A è â B äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ,

â B èìååòñÿ êëàññ îáúåêòîâ PB, ïðèñïîñîáëåííûé ñëåâà ê G, è ïóñòü F (Proj(A)) ⊂ PB.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà M ∈ A èìååòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ Ep,q

2 =
L−pG(L−qF (A)), ñõîäÿùàÿñÿ ê En = L−n(GF )(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P• � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòàM . Ïî ïðåäëîæåíèþ 14, L(GF )(M)
ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê LG(LF (M)) ∼= LG(F (P•)). Ïîñòðîèì ðåçîëüâåíòó Êàðòàíà-Ýéëåíáåðãà
K•• äëÿ F (P•). Ñâ¼ðòêà Tot•(K) áóäåò ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòîé äëÿ F (P•), ïîýòîìó
G(Tot•(K)) ∼= LG(F (P•)) ∼= L(GF )(M). Ãîìîëîãèè ñâ¼ðòêè G(Tot•(K)) = Tot•(G(K)) âû-
÷èñëèì ïðè ïîìîùè ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñâÿçàííîé ñ âåðòèêàëüíîé ôèëü-
òðàöèåé. Òàê êàê ñòðîêè ðåçîëüâåíòû Êàðòàíà-Ýéëåíáåðãà èìåþò òðèâèàëüíûå äèôôå-
ðåíöèàëû (ïðîåêöèè è âëîæåíèÿ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ), âû÷èñëåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ êîãî-
ìîëîãèé HI(G(K••)) êîììóòèðóåò ñ ïðèìåíåíèåì G. Ïîýòîìó HI(G(K••)) = G(HI(K••)).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãîðèçîíòàëüíûå êîãîìîëîãèè HI(Ki•) � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ
Hi(F (P•)). Ïîýòîìó

HIIHI(G(K))i,j = HIIG(HI(K))i,j = LjG(Hi(F (P•))) = LjG(LiF (M)).

Èíäåêñû p è q â ôîðìóëèðîâêå ïåðåïóòàíû ìåñòàìè. Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü ïðèâû÷íîå íàïðàâëåíèå äèôôåðåíöèàëîâ: ïîñëå âçÿòèÿ ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ñâÿçàííîé ñ âåðòèêàëüíîé ôèëüòðàöèåé, íóæíî îòðàçèòü ëèñòû îòíîñèòåëüíî
äèàãîíàëè.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî HomR(F ,G) = Γ(X,HomR(F ,G)). Ðàññìàòðèâàÿ Hom êàê
ôóíêòîð ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, ìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå ïðî êîìïîçèöèþ ïðîèç-
âîäíûõ ôóíêòîðîâ:

R−mod
Hom(F ,−)−−−−−−→ R−mod

Γ(X,−)−−−−→ Ab.
Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ èíúåêòèâíûìè ïó÷êàìè âèäà I =

∏
x Ix (ýòîãî ìîæíî è íå äåëàòü, ñì.

çàäà÷ó íèæå), òî ïó÷êè Hom(F , I) òàêæå áóäóò èìåòü âèä
∏

x Ix, è áóäóò âÿëûìè. Ïî-
ýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå (òî÷íåå, åãî àíàëîã äëÿ òî÷íûõ ñëåâà
ôóíêòîðîâ), âçÿâ â êà÷åñòâå PB êëàññ âÿëûõ ïó÷êîâ. Ïîëó÷àåì
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Ñëåäñòâèå 18. Ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ

Epq
2 = Hp(X, Extq(F ,G)),

ñõîäÿùàÿñÿ ê En = Extn(F ,G). Èìååòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ H1(X,Hom(F ,G))→ Ext1(F ,G)→ H0(X, Ext1(F ,G))→ H2(X,Hom(F ,G))→ Ext2(F ,G).

Çàäà÷à 8.Ïóñòü F è G � ïó÷êèR-ìîäóëåé, ïðè÷¼ì G èíúåêòèâíûé. Òîãäà ïó÷îêHom(F ,G)
âÿëûé.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü F : A → B � òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð, â A äîñòàòî÷íî ïðîåêòèâíûõ îáú-
åêòîâ. Ïóñòü K• ∈ Kom−(A) � îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ. Ïîñòðîéòå ñïåêòðàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ Ep,q

2 = L−pF (H−q(K)), ñõîäÿùóþñÿ ê En = Hn(LF (K)).
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