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Ïó÷êè è èõ êîãîìîëîãèè

Îäèí èç äâóõ ïðèìåðîâ, ðàäè êîòîðûõ ñîçäàâàëàñü àêñèîìàòèêà àáåëåâûõ êàòåãîðèé,
� ýòî ïó÷êè ìîäóëåé íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ñåãîäíÿ ìû, íàêîíåö, îáñóäèì êà-
òåãîðèè ïó÷êîâ è íåêîòîðûå ôóíêòîðû ìåæäó íèìè.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Top(X) êàòåãîðèþ îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ â X. Ïðåäïó÷êîì îáúåêòîâ êàòåãîðèè C íà X íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðè-
àíòíûé ôóíêòîð Top(X) → C. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäïó÷îê F � ýòî ñåìåéñòâî îáúåêòîâ
F(U) ∈ C äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ X è ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ îãðàíè-
÷åíèÿ ρUV : F(U)→ F(V ) äëÿ êàæäîé ïàðû V ⊂ U , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ρUU = 1,
ρVWρUV = ρUW .

Ïðèìåðû:

1. ïîñòîÿííûé ïðåäïó÷îê, ñâÿçàííûé ñ îáúåêòîì M ∈ C: F(U) = M äëÿ âñåõ U , ρUV =
1M äëÿ âñåõ U è V ;

2. ïðåäïó÷îê ôóíêöèé ñî çíà÷åíèåì â ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâåM : F(U) = Hom(U,M);

3. ïðåäïó÷îê íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå;

4. ïðåäïó÷îê ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè;

5. ïðåäïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ k-ôîðì íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè;

6. ïðåäïó÷îê ãëàäêèõ ñå÷åíèé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïðåäïó÷êè ñî çíà÷åíèÿìè â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ñ äî-
ïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, íàïðèìåð â êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï èëè êîëåö. Äëÿ ïðåä-
ïó÷êà ìíîæåñòâ ýëåìåíòû s ∈ F(U) íàçûâàþòñÿ ñå÷åíèÿìè ïðåäïó÷êà F íàä U . Îáû÷íî
äëÿ s ∈ F(U) è V ⊂ U âìåñòî ρUV (s) ïèøóò s|V . Ìíîæåñòâî F(X) íàçûâàþò ìíîæåñòâîì
ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé è îáîçíà÷àþò Γ(X,F).

Ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ F íàX íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ
U = ∪Ui âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1. åñëè äàíû äâà ñå÷åíèÿ s1, s2 ∈ F(U) òàêèå, ÷òî s1|Ui
= s2|Ui

ïðè âñåõ i, òî s1 = s2;

2. åñëè äàí íàáîð ñå÷åíèé si ∈ F(Ui) òàêîé, ÷òî si|Ui∩Uj
= sj|Ui∩Uj

ïðè âñåõ i, j, òî
ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s ∈ F(U) òàêîå, ÷òî s|Ui

= si.

Ñìûñë ýòèõ óñëîâèé â òîì, ÷òî ñå÷åíèÿ ïó÷êîâ ìîæíî çàäàâàòü ëîêàëüíî. Âñå ïðèâå-
ä¼ííûå ïðèìåðû ïðåäïó÷êîâ � ïó÷êè, êðîìå ïîñòîÿííîãî ïðåäïó÷êà.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäïó÷îê F ìîäóëåé íàä êîëüöîì R íà X ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ U = ∪iUi ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ F(U)
s 7→(s|Ui

)
−−−−−→

∏
i

F(Ui)
(si)7→((si)|Ui∪Uj

−(sj)|Ui∪Uj
)

−−−−−−−−−−−−−−−−−→
∏
i,j

F (Ui ∩ Uj)

òî÷íà. Ïðè ïîìîùè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî çàäàòü óñëîâèå ïó÷êà äëÿ ïðåäïó÷êà
ñî çíà÷åíèÿìè â ëþáîé àáåëåâîé êàòåãîðèè, ñîäåðæàùåé âñå ïðÿìûå ñóììû.

Ìîðôèçìîì ïðåäïó÷êîâ íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêòîðîâ. Òî åñòü,
ìîðôèçì φ : F → G ïðåäïó÷êîâ � ýòî íàáîð ìîðôèçìîâ φ(U) : F(U) → G(U) òàêîé, ÷òî
ρGUV φ(U) = φ(V )ρFUV ïðè âñåõ V ⊂ U .
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Ïî ëþáîìó ïðåäïó÷êó F ñòðîèòñÿ àññîöèèðîâàííûé ñ íèì ïó÷îê F+ âìåñòå ñ ìîðôèç-
ìîì F → F+, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåìó óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó: ëþáîé ìîðôèçì
èç F â ïó÷îê ïðîïóñêàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ÷åðåç F+. Èíûìè ñëîâàìè, àññîöèèðî-
âàííûé ïó÷îê � ýòî ñîïðÿæ¼ííûé ñëåâà ôóíêòîð ê òàâòîëîãè÷åñêîìó ôóíêòîðó èç ïó÷êîâ
â ïðåäïó÷êè.

×òîáû ïîñòðîèòü àññîöèèðîâàííûé ïó÷îê, îïðåäåëèì ñëîé ïðåäïó÷êà F â òî÷êå x ∈ X
êàê ïðÿìîé ïðåäåë Fx = inj limx∈U F(U). Ýëåìåíòû Fx íàçûâàþò ðîñòêàìè. Äëÿ ëþáîãî
ñå÷åíèÿ s ïðåäïó÷êà íàä U îïðåäåë¼í åãî ðîñòîê sx ∈ Fx â ëþáîé òî÷êå x ∈ U . Ïðèìåð:
ñëîé ïó÷êà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ãëàäêîì âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè � ýòî ðîñòêè ãëàäêèõ
ôóíêöèé (à íå ïðîñòî R � òî åñòü, ñëîé ïó÷êà ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ íå ñîâïàäàåò ñî ñëîåì
ðàññëîåíèÿ).

Äëÿ ïðåäïó÷êà F ïó÷îê F+ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò F+(U) � ýòî
ñåìåéñòâî (fx ∈ Fx)x∈U , ëîêàëüíî çàäàâàåìîå êàê íàáîð ðîñòêîâ íåêîòîðîãî ñå÷åíèÿ. Ò.å.
ñåìåéñòâî (fx ∈ Fx)x∈U , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå U = ∪Ui è íàáîð si ∈ F(Ui)
òàêèå, ÷òî fx = (si)x ïðè x ∈ Ui. Îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ è ìîðôèçì F → F+ îïðåäå-
ëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Ïîñòîÿííûì ïó÷êîì ìíîæåñòâ, ñâÿçàííûì ñ ìíîæåñòâîì M , íàçûâàåòñÿ ïó÷îê, àññî-
öèèðîâàííûé ñ ïîñòîÿííûì ïðåäïó÷êîì, ïîñòðîåííûì ïî M .

Ïóñòü A � àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, òîãäà ïðåäïó÷êè íà X ñî çíà÷åíèÿìè â A òàêæå
îáðàçóþò àääèòèâíóþ êàòåãîðèþ. Åñëè A àáåëåâà, òî è êàòåãîðèÿ ïðåäïó÷êîâ òîæå áóäåò
àáåëåâà. ßäðî è êîÿäðî ìîðôèçìà φ : F → G çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

(kerφ)(U) = ker(φ(U)), (cokerφ)(U) = coker(φ(U)).

Çàäà÷à 2. Ïóñòü φ : F → G � ìîðôèçì ïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï. Ïîêàæèòå, ÷òî îïðå-
äåë¼ííûé âûøå ïðåäïó÷îê kerφ ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì, à ïðåäïó÷îê cokerφ � âîîáùå ãîâîðÿ,
íåò.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîðôèçìà ïó÷êîâ ÿäðî â êàòåãîðèè ïðåäïó÷êîâ áóäåò ÿäðîì è â
êàòåãîðèè ïó÷êîâ. À ÷òîáû ïîñòðîèòü êîÿäðî ìîðôèçìà â êàòåãîðèè ïó÷êîâ, íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü ïó÷îê, àññîöèèðîâàííûé ñ ïðåäïó÷êîì U 7→ coker(φ(U)). Èòàê, êàòåãîðèÿ
ïó÷êîâ ñî çíà÷åíèÿìè â àáåëåâîé êàòåãîðèè òàêæå áóäåò àáåëåâîé. Â ÷àñòíîñòè, àáåëåâîé
áóäåò êàòåãîðèÿ ShR(X) ïó÷êîâ ìîäóëåé íà X íàä ôèêñèðîâàííûì êîëüöîì R. Íåîáõî-
äèìî òàêæå ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ àáåëåâûõ êàòåãîðèé ïó÷êîâ, à èìåííî
ïó÷êè ìîäóëåé íàä ïó÷êîì êîëåö.

Ïóñòü R � ïó÷îê êîëåö íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Íàïðèìåð, ïó÷îê ôóíêöèé
îïðåäåë¼ííîãî âèäà íà ìíîãîîáðàçèè èëè ïîñòîÿííûé ïó÷îê, ñâÿçàííûé ñ ôèêñèðîâàí-
íûì êîëüöîì. Ïó÷êîì ìîäóëåé íàä R íàçûâàåòñÿ ïó÷îê F íà X òàêîé, ÷òî âñÿêîå F(U)
ÿâëÿåòñÿ R(U)-ìîäóëåì è äåéñòâèå R íà F êîììóòèðóåò ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Âñÿêèé ïó÷îê
ìîäóëåé íàä ïó÷êîì êîëåö àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì àáåëåâûõ ãðóïï. Ìîðôèçìîì
ïó÷êîâ ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ òàêîé ìîðôèçì ïó÷êîâ, êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì
ïó÷êà êîëåö. Òàêæå, êàê è ïó÷êè ìîäóëåé íàä ôèêñèðîâàííûì êîëüöîì, ïó÷êè ìîäóëåé
íàä ïó÷êîì êîëåö R îáðàçóþò àáåëåâó êàòåãîðèþ R−mod.

Ïðèìåð: ïó÷îê ñå÷åíèé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè � ýòî ïó÷îê
ìîäóëåé íàä ïó÷êîì ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï F → G → H òî÷íà
⇔ äëÿ ëþáîãî x ∈ X òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîåâ Fx → Gx → Hx.

Ëåììà 1. Ôóíêòîð ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé Γ: R−mod→ Ab òî÷åí ñëåâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0→ F → G → H → 0 � òî÷íàÿ òðîéêà ïó÷êîâ R-ìîäóëåé. Òîãäà
F èçîìîðôåí ÿäðó G → H. Ïî ïîñòðîåíèþ ÿäðà, F(X) = ker(G(X) → H(X)), ÷òî è
òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêòîð ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé íå òî÷åí.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü Fi � ñåìåéñòâî ïó÷êîâ R-ìîäóëåé íà X. a)Òîãäà ïðåäïó÷îê U 7→∏
iFi(U) ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòîò ïó÷îê � ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèèR−mod.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäïó÷îê U 7→ ⊕iFi(U), âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò ïó÷êîì. Ïîêàæèòå,
÷òî àññîöèèðîâàííûé ñ íèì ïó÷îê áóäåò ïðÿìîé ñóììîé â êàòåãîðèè R−mod.

Åñòåñòâåííûé äëÿ ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû âîïðîñ � êàê îáñòîèò äåëî ñ ïðîåêòèâíû-
ìè/èíúåêòèâíûìè îáúåêòàìè â ðàçëè÷íûõ êàòåãîðèÿõ ìîäóëåé?

Ëåììà 2. Èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ â êàòåãîðèè R−mod äîñòàòî÷íî ìíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì äîñòàòî÷íûé çàïàñ èíúåêòèâíûõ ïó÷êîâ. Ïóñòü Rx

� ñëîé ïó÷êà R â òî÷êå x ∈ X, ýòî êîëüöî. Âîçüì¼ì èíúåêòèâíûé ìîäóëü I íàä Rx è
îïðåäåëèì ïó÷îê i∗I íà X ïðàâèëîì i∗I(U) = I ïðè x ∈ U , i∗I(U) = 0 èíà÷å. Î÷åâèäíî,
ýòî áóäåò ïó÷îêR-ìîäóëåé. Îí áóäåò èíúåêòèâíûì, òàê êàê HomR(F , i∗I) = HomRx(Fx, I),
à ôóíêòîðû âçÿòèÿ ñëîÿ è HomRx(−, I) òî÷íû.

Òåïåðü âëîæèì ïðîèçâîëüíûé ïó÷îê F â èíúåêòèâíûé. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ðàñ-
ñìîòðèì âëîæåíèå ðîñòêà Fx â èíúåêòèâíûéRx-ìîäóëü Ix. Ýòîìó âëîæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò
ìîðôèçì F → (ix)∗Ix. Âîçüì¼ì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ìîðôèçìîâ: F →

∏
x(ix)∗Ix.

Îíî, î÷åâèäíî, åñòü âëîæåíèå (ïðîâåðÿåòñÿ íà ñëîÿõ â êàæäîé òî÷êå). Êðîìå òîãî, ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ âñåãäà èíúåêòèâíî, ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó.

Ñ ïðîåêòèâíûìè îáúåêòàìè äåëî îáñòîèò õóæå. Âîçìîæíû ðàçíûå ñèòóàöèè.
Ïðèìåð. Ïóñòü, R � ïó÷îê ãëàäêèõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè X. Òîãäà

ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà òîé, ÷òî èìååòñÿ äëÿ ìîäóëåé íàä êîëüöîì. Ñòðóêòóðíûé ïó÷îê R
áóäåò ïðîåêòèâíûì: ìîðôèçìû èç R â ïó÷îê F � ýòî ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ F . À ôóíêòîð
ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé íà êàòåãîðèè R-ìîäóëåé òî÷åí: ýòî ìîæíî ïîêàçàòü ïðè ïîìîùè ðàç-
áèåíèÿ åäèíèöû. È ïðè ýòîì ëþáîé ïó÷îê F íàêðûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñòðóêòóðíûõ
ïó÷êîâ. Ýòî ñëåäóåò èç çàäà÷è:
Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ a)ôóíêòîð ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé
òî÷åí; b) äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ s ∈ F(U) è òî÷êè x ∈ U íàéä¼òñÿ ñå÷åíèå s′ ∈ Γ(X,F) òàêîå,
÷òî s = s′ íà ïîäõîäÿùåé îêðåñòíîñòè U ′ 3 x. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Γ(X,F)⊗R →
F áóäåò ñþðúåêòèâíûì.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî äðóãàÿ.
Ïðèìåð. Ïóñòü X = P1

C � êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, R = OX � ïó÷îê ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé. Òîãäà ïó÷îê R óæå íå áóäåò ïðîåêòèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîò-
ðèì ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì OX → OP ⊕OQ, ãäå P,Q ∈ P1 � ðàçëè÷íûå òî÷êè. Ìîðôèçì
ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé óæå íå áóäåò ñþðúåêòèâíûì, òàê êàê Γ(P1,OP1) = C, Γ(P1,OP⊕OQ) =
C ⊕ C. À çíà÷èò, ôóíêòîð ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé íå òî÷åí è OX íå ïðîåêòèâåí. Òàêæå íå
ëþáîé ïó÷îê íàêðûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé OX : íàïðèìåð, â ïó÷îê OX(−1) íåò ãîìîìîð-
ôèçìîâ èç OX .

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñíîâíûå ôóíêòîðû íà êàòåãîðèè ïó÷êîâ ìîäóëåé íàä êîëüöîì è
ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû.

Êàê áûëî ñêàçàíî, ôóíêòîð ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé Γ: R−mod → Ab òî÷åí ñëåâà.
Îïðåäåëèì êîãîìîëîãèè ïó÷êà àáåëåâûõ ãðóïï F êàê ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò
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ôóíêòîðà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé Γ: ShAb(X)→ Ab. Îáîçíà÷åíèå: H i(X,F). Ýòî æå îïðåäå-
ëåíèå ïðèìåíÿåòñÿ è äëÿ ïó÷êà àáåëåâûõ ãðóïï ñ äîïîëíèòåëüíûìè äàííûìè (íàïðèìåð,
ïó÷êà R-ìîäóëåé), õîòÿ âîçìîæíî è äðóãîå îïðåäåëåíèå êîãîìîëîãèé: êàê ïðîèçâîäíûõ
ôóíêòîðîâ íà êàòåãîðèè ïó÷êîâ R-ìîäóëåé. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíû.

Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå âÿëîãî ïðåäïó÷êà: ïðåäïó÷îê F íàçûâàåòñÿ âÿëûì
(�abby), åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî U ⊂ X îòîáðàæåíèå îãðàíè÷åíèÿ F(X) → F(U)
ñþðúåêòèâíî.

Ïðèìåðû: ïîñòîÿííûé ïðåäïó÷îê âÿë. Ïîñòîÿííûé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ âÿëûì, åñëè ëþáûå
äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà X ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè Fx, x ∈ X, � íàáîð ìíîæåñòâ,
òî âÿëûì áóäåò ïó÷îê U 7→

∏
x∈U Fx.

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî êîãîìîëîãèè ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè âÿëûõ ðåçîëü-
âåíò. À èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî âÿëûå ïó÷êè Γ-àöèêëè÷íû. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå âÿëî-
ñòè ïó÷êà, â îòëè÷èå îò èíúåêòèâíîñòè, íå èñïîëüçóåò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû
íà ïó÷êå, à çàâèñèò òîëüêî îòîáðàæåíèé îãðàíè÷åíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü R � ïó÷îê êîëåö íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà

1. èíúåêòèâíûå ïó÷êè R-ìîäóëåé âÿëûå;

2. äëÿ ëþáîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0→ F f−→ G g−→ H → 0 ñ âÿëûì F ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé 0→ F(X)
f−→ G(X)

g−→ H(X)→ 0 òî÷íà;

3. ôàêòîð âÿëîãî ïó÷êà ïî âÿëîìó ïîäïó÷êó âÿë;

4. âÿëûå ïó÷êè àöèêëè÷íû îòíîñèòåëüíî ôóíêòîðà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Âëîæèì çàäàííûé èíúåêòèâíûé ïó÷îê F â èíúåêòèâíûé ïó÷îê F0

òàê, êàê îïèñàíî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2. Î÷åâèäíî, ïó÷îê F0 âÿë. Ïðè ýòîì ïî ñâîéñòâó
èíúåêòèâíîãî îáúåêòà F � ïðÿìîå ñëàãàåìîå â F0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìîå ñëàãàåìîå âÿëîãî
ïó÷êà âÿëîå.

2. Ïóñòü s ∈ H(X) � ñå÷åíèå. Áóäåì ñòðîèòü ñå÷åíèÿ t ∈ G(U) òàêèå, ÷òî g(t) =
s|U , ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ U . Áàçà � ïóñòîå U . Äàëåå, ïóñòü x ∈ X \ U � òî÷êà. Òàê
êàê îòîáðàæåíèå g íà ðîñòêàõ ñþðúåêòèâíî, íàéä¼òñÿ ñå÷åíèå t′ ∈ G(V ) íà ïîäõîäÿùåé
îêðåñòíîñòè V 3 x òàêîå, ÷òî g(t′) = s|V . Ìû õîòèì ñêëåèòü t è t′ â îäíî ñå÷åíèå íà
U ∪ V . Çàìåòèì: äëÿ ðàçíîñòè t− t′ íà U ∩ V âåðíî g(t− t′) = 0, ñòàëî áûòü, ñóùåñòâóåò
ñå÷åíèå r ∈ F(U ∩ V ), äëÿ êîòîðîãî f(r) = t− t′. Ïðè ýòîì F âÿë, è r ìîæíî ïðîäîëæèòü
íà âñ¼ X, ïîëó÷åííîå ñå÷åíèå òîæå íàçîâ¼ì r. Ñêëåèâàÿ ñå÷åíèÿ t è t′ + f(r)|V , ïîëó÷èì
ñå÷åíèå t′′ ∈ G(U ∪ V ) òàêîå, ÷òî g(t′′) = s|U∪V . Òåì ñàìûì, ìû ïðîäîëæèëè t íà áîëüøåå
ìíîæåñòâî. Ïðèìåíÿÿ òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ, ìîæíî ïðîäîëæèòü t íà âñ¼ X.

3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0→ F f−→ G g−→ H → 0 òî÷íà, F è G âÿëûå. Ïóñòü s ∈ H(U)
� ñå÷åíèå. Ïî ïóíêòó 2 íàéä¼òñÿ ñå÷åíèå t ∈ G(U) òàêîå, ÷òî g(t) = s. Ïðîäîëæèì t íà âñ¼
X, ïîëó÷èì ñå÷åíèå t′ ∈ G(X), äëÿ êîòîðîãî g(t′)|U = s.

4. Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî H i(X,F) = 0 ïðè âÿëîì F è i > 0. Âëîæèì F â èíúåêòèâíûé (è
çíà÷èò, âÿëûé) G è ðàññìîòðèì òî÷íóþ òðîéêó 0→ F → G → H → 0, ïî ïóíêòó 3 H òîæå
âÿëûé. Èç äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé ïîëó÷àåì, ÷òî H1(X,F) = 0
è H i(X,F) = H i−1(X,H) ïðè i > 1. Ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè äîêàçûâàþò ëåììó.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü F � ïó÷îê àáåëåâûõ ãðóïï íà X, F• � åãî âÿëàÿ ðåçîëüâåíòà. Òîãäà
åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ H i(Γ(F•))→ H i(X,F) � èçîìîðôèçìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âÿëûå ìîäóëè Γ-àöèêëè÷íû, à ïðîèçâîäíûå ôóíê-
òîðû ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè àöèêëè÷íûõ ðåçîëüâåíò.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü R � ïó÷îê êîëåö íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, à F
� ïó÷îê R-ìîäóëåé. Òîãäà ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò Γ: R−mod → Ab äëÿ F
èçîìîðôíû êîãîìîëîãèÿì F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò Γ: R−mod→ Ab âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïðè ïîìîùè èíúåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû F â êàòåãîðèèR-ìîäóëåé. À èìåííîRiΓ(X,F) =
Hi(Γ(I•(F))), ãäå I• � óïîìÿíóòàÿ èíúåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà. Ïî äîêàçàííîìó, I i ÿâëÿþòñÿ
âÿëûìè ïó÷êàìè, è óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 4.

Ïóñòü i : U → X � âëîæåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, F � ïó÷îê íà X. Òîãäà îïðåäå-
ëèì ïó÷îê F|U íà U , ïîëîæèâ F|U(V ) = F(V ) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî V ⊂ U . Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî F|U äåéñòâèòåëüíî áóäåò ïó÷êîì, åãî òàêæå îáîçíà÷àþò i∗F . Òåì ñàìûì, îïðå-
äåë¼í ôóíêòîð îãðàíè÷åíèÿ i∗ : Sh(X)→ Sh(U), îí, î÷åâèäíî, òî÷åí. ßñíî òàêæå, ÷òî
îãðàíè÷åíèå çàäà¼ò ôóíêòîð R−mod→ R|U−mod.

Ïóñòü i : U → X � âëîæåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, F � ïó÷îê íà U . Îïðåäåëèì i!F
êàê ïó÷îê íà X, àññîöèèðîâàííûé ñ ïðåäïó÷êîì V 7→ F(V ) ïðè V ⊂ U , V 7→ 0 èíà÷å.
Ïîëó÷èì ôóíêòîð i! : Sh(U)→ Sh(X) ïðîäîëæåíèÿ íóëåì âíå U .

Çàäà÷à 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî a) (i!F)|U = F . b)ôóíêòîð i! ñîïðÿæ¼í ñëåâà ê i∗. c) (i!F)x = Fx

ïðè x ∈ U , (i!F)x = 0 èíà÷å. d)ôóíêòîð i! òî÷åí.
Çàäà÷à 7.Ïóñòü íàX èìååòñÿ ïó÷îê êîëåöR. Ïîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå çàäà¼ò ôóíêòîð
R−mod→ R|U−mod, à ïðîäîëæåíèå íóë¼ì � ôóíêòîð i! : R|U−mod→ R−mod.
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