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Ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

Ñåãîäíÿøíÿÿ íàøà öåëü � ïî ôóíêòîðó ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè ïîñòðîèòü
ôóíêòîð íà ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ, îáëàäàþùèé õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè,
ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð áóäåò ñîäåðæàòü â ñåáå èíôîðìàöèþ î âñåõ êëàññè÷åñêèõ ïðîèç-
âîäíûõ ôóíêòîðàõ.

Ïóñòü A è B � àáåëåâû êàòåãîðèè, à F : A → B � àääèòèâíûé ôóíêòîð. Ïî÷ëåííîå
ïðèìåíåíèå F çàäà¼ò ôóíêòîð Kom(A)→ Kom(B). Êðîìå òîãî, ïî÷ëåííîå ïðèìåíåíèå F
ïåðåâîäèò ãîìîòîïíûå ìîðôèçìû â ãîìîòîïíûå, à çíà÷èò, çàäà¼ò ôóíêòîð K(A) → K(B)
íà ãîìîòîïè÷åñêèõ êàòåãîðèÿõ. Ýòè ôóíêòîðû ìû òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç F .

Åñòåñòâåííîå ïîæåëàíèå ê ôóíêòîðó DF íà ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ òàêîå: âêëþ÷àòü-
ñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(1) Kom(A) F //

Q

��

Kom(B)

Q

��
D(A) DF // D(B).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òî÷íîãî F òàêîéDF ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî,QF : Kom(A)→
D(B) ïåðåâîäèò êâàçèèçîìîðôèçìû â èçîìîðôèçìû è ïîýòîìó ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç D(A).

Îäíàêî äëÿ ôóíêòîðà F , íå ÿâëÿþùåãîñÿ òî÷íûì, òàêîãî DF ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî÷ëåííîå ïðèìåíåíèå F ê äâóì êâàçèèçîìîðôíûì êîìïëåêñàì (ò.å. èçî-
ìîðôíûì â D(A) îáúåêòàì) äîëæíî äàâàòü èçîìîðôíûå îáúåêòû (ò.å. êâàçèèçîìîðôíûå
êîìïëåêñû). Íî äëÿ íå òî÷íîãî F ñóùåñòâóåò êîìïëåêñ 0 → K → L → M → 0, êâàçèè-
çîìîðôíûé íóëþ è òàêîé, ÷òî êîìïëåêñ 0 → F (K) → F (L) → F (M) → 0 óæå íå áóäåò
êâàçèèçîìîðôåí íóëþ.

Âñ¼, ÷òî ìîæíî ïûòàòüñÿ ñäåëàòü, � ýòî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêòîðó DF , çà-
ìûêàþùåìó äèàãðàììó. Êàê îáû÷íî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ � ïðèáëèæåíèÿ
ñëåâà è ñïðàâà. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî F òî÷åí ñïðàâà, è áóäåì ñòðîèòü ïðèáëèæåíèÿ ñëå-
âà. Èäåÿ îñòà¼òñÿ òîé æå, ÷òî è ïðè ïîñòðîåíèè êëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ, �
íàäî ïðèìåíÿòü ôóíêòîð F íå êî âñåì êîìïëåêñàì, à òîëüêî ê êîìïëåêñàì ñïåöèàëüíîãî
âèäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå åñòå-
ñòâåííî ðàññìîòðåòü îãðàíè÷åííóþ ñïðàâà ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ � òîãäà ó ëþáîãî îáú-
åêòà áóäåò ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà. Áîëåå òîãî, îíà ôóíêòîðèàëüíà íà ïðîèçâîäíîé êà-
òåãîðèè.

Ëåììà 1. Ïóñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Òîãäà ñîïîñòàâëåíèå êîìïëåêñó åãî ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû çàäà¼ò ôóíêòîð

P : D−(A)→ K−(ProjA).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû âèäåëè ðàíüøå, êîìïîçèöèÿ åñòåñòâåííûõ ôóíêòîðîâ

K−(ProjA)→ K−(A)→ D−(A)

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ñîïîñòàâëåíèå êîìïëåêñó ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû � ëþáîé
îáðàòíîé ôóíêòîð ê ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Íåîäíîçíà÷íîñòü â âûáîðå îáðàòíîãî ôóíêòî-
ðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåçîëüâåíòó äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñà ìîæíî âûáðàòü ðàçíóþ. Ïîñëå
ýòîãî íà ìîðôèìçàõ îí áóäåò îïðåäåë¼í óæå îäíîçíà÷íî.
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Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð LF : D−(A)→ D−(B) íà ïðîèçâîäíûõ
êàòåãîðèÿõ êàê êîìïîçèöèþ òð¼õ ôóíêòîðîâ:

D−(A)
P−→ K−(ProjA)

F−→ K−(B)
Q−→ D−(B).

Èíûìè ñëîâàìè, ïîëîæèì
LF (K•) = F (P (K)•),

ãäå P (K)• � ôèêñèðîâàííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòàK•. Ïîñòðîåííûé ôóíêòîð LF : D−(A)→
D−(B) íàçûâàåòñÿ ëåâûì ïðîèçâîäíûì ôóíêòîðîì îò F .

×åì æå õîðîø ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð? Âî-ïåðâûõ, ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî âû÷èñëÿòü
êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû:

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü F : A → B � òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð, à â A äîñòàòî÷íî ìíîãî

ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òîãäà

LiF (M) = Hi(LF (M [0])).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð íåñ¼ò áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì íàáîð êëàññè÷å-
ñêèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ: êîìïëåêñ LF (M [0]) íå îïðåäåëÿòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íàáîðîì
ñâîèõ êîãîìîëîãèé.

Âî-âòîðûõ, èìååòñÿ àíàëîã äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíûõ ôóíêòî-
ðîâ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð îò òî÷íîãî ñïðàâà ôóíêòîðà íà àáåëåâûõ
êàòåãîðèÿõ ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì ôóíêòîðîì íà ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèÿõ.

Òî÷íûì ôóíêòîðîì ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãîðèÿìè íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûé
ôóíêòîð F : T → S âìåñòå ñ ôèêñèðîâàííûì èçîìîðôèçìîì ε : F ◦ [1]T → [1]S ◦ F òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîãî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà

X → Y → Z
h−→ X[1]T

â T òðåóãîëüíèê

F (X)→ F (Y )→ F (Z)
h′−→ F (X)[1]S

âûäåëåí â S, ãäå ìîðôèçì h′ åñòü êîìïîçèöèÿ F (Z)
F (h)−−→ F (X[1]T )

ε(X)−−→ F (X)[1]S . Ãîâîðÿ
ïðîùå, òî÷íûé ôóíêòîð � ýòî ôóíêòîð, ñîõðàíÿþùèé ñäâèã è âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè.

Óæå èçâåñòíûå íàì ïðèìåðû òî÷íûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó òðèàíãóëèðîâàííûìè êàòåãî-
ðèÿìè � ýòî ëîêàëèçàöèÿ Q : K(A)→ D(A), à òàêæå ëþáàÿ ëîêàëèçàöèÿ òðèàíãóëèðîâàí-
íîé êàòåãîðèè ïî êëàññó ìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèÿì ïðîøëîé ëåêöèè. Êðî-
ìå òîãî, òî÷íûì áóäåò ôóíêòîð ìåæäó ãîìîòîïè÷åñêèìè êàòåãîðèÿìè F : K(A) → K(B),
ïîñòðîåííûé âûøå. ßñíî òàêæå, ÷òî êîìïîçèöèÿ òî÷íûõ ôóíêòîðîâ òî÷íà. Ïðèìåðû ðà-
çóìíûõ, íî íå òî÷íûõ ôóíêòîðîâ � ýòî ôóíêòîðû ëåâîãî è ïðàâîãî îáðåçàíèÿ êîìïëåêñîâ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü F : A → B � òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð, à â A äîñòàòî÷íî ìíîãî

ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òîãäà ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð LF : D−(A)→ D−(B) òî÷íûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêòîð P âçÿòèÿ ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåí-
òû òî÷åí. Ïîëåçíî ïðèìåíèòü íåáîëüøóþ õèòðîñòü: â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîãî ôóíêòî-
ðà âûáðàòü ïðîåêòèâíûå ðåçîëüâåíòû òàê, ÷òîáû ó êîìïëåêñîâ, îòëè÷àþùèõñÿ íà ñäâèã,
ðåçîëüâåíòû òàêæå îòëè÷àëèñü áû íà ñäâèã. Òîãäà ôóíêòîð P áóäåò â òî÷íîñòè êîììóòè-
ðîâàòü ñ ôóíêòîðîì ñäâèãà, è â êà÷åñòâå ε âîçüì¼ì òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì. Òåïåðü ïî-
êàæåì, ÷òî P ïåðåâîäèò âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè â âûäåëåííûå, äîñòàòî÷íî ýòî ñäåëàòü
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äëÿ ñòàíäàðòíûõ òðåóãîëüíèêîâ âèäà K•
f−→ L• → C(f) → K[1]•. Ðàññìîòðèì êîììóòà-

òèâíóþ äèàãðàììó

P (K)•
P (f) //

p(K)

��

P (L)• //

p(L)

��

C(P (f)) //

w

��

P (K)[1]•

p(K)[1]

��
K•

f // L• // C(f) // K[1]•

P (K)•
P (f) //

p(K)

OO

P (L)• //

p(L)

OO

P (C(f)) //

p(C(f))

OO

P (K)[1]•.

p(K)[1]

OO

Â íåé âåðõíÿÿ ñòðîêà � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê ïî îïðåäåëåíèþ, à ìîðôèçì w ñòðîèòñÿ
ïî àêñèîìå TR3, ïðè÷¼ì ÿâëÿåòñÿ êâàçèèçîìîðôèçìîì ïî äîêàçàííîìó. Äèàãðàììà ïîêà-
çûâàåò, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñòðîêè èçîìîðôíû â D(A). À çíà÷èò, îíè èçîìîðôíû è â
K(A), òàê êàê âñå øåñòü â íèõ âõîäÿùèõ êîìïëåêñîâ � îãðàíè÷åííûå ñïðàâà ïðîåêòèâíûå,
à ôóíêòîð K−(Proj(A))→ D(A) ñòðîãî ïîëîí. Ïîëó÷èëè, ÷òî íèæíÿÿ ñòðîêà èçîìîðôíà
â K−(A) âûäåëåííîìó òðåóãîëüíèêó è ñëåäîâàòåëüíî, òîæå âûäåëåíà.

Íàïîìíèì ñëåäóþùèé ôàêò: ëþáóþ òî÷íóþ òðîéêó êîìïëåêñîâ 0→ K•
f−→ L•

g−→M• →
0 ìîæíî äîïîëíèòü äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Èç ïðåäëî-
æåíèÿ 3 è ýòîãî ôàêòà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 → K → L → M → 0 � òî÷íàÿ òðîéêà, òî
èìåþòñÿ âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè K[0]→ L[0]→M [0]→ K[1] è LF (K[0])→ LF (L[0])→
LF (M [0])→ LF (K[1]). Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì ê êîãîìîëîãèÿì, ïîëó÷àåì äëèííóþ òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð ìîæíî îïðåäåëèòü è ìåæäó îãðàíè÷åí-
íûìè ïðîèçâîäíûìè êàòåãîðèÿìè. Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð F : A → B èìååò
êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü n, åñëè n = max{k | LkF 6= 0}.
Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå LF : D−(A) → D−(B) íà Db(A) ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ â Db(B) â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

• åñëè êàòåãîðèÿ A èìååò êîíå÷íóþ ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü;

• åñëè ôóíêòîð F èìååò êîíå÷íóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü.

Òåì ñàìûì, ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ èìååì ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð Db(A)→ Db(B).

Êàê ìû ãîâîðèëè, ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð � ýòî ïðèáëèæåíèå ê (íåñóùåñòâóþ-
ùåìó) ôóíêòîðó DF , äåëàþùåìó êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó (1). Íàøà öåëü � îáúÿñíèòü,
÷òî èìåííî ýòî çíà÷èò, è òåì ñàìûì äàòü àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîãî ôóíêòî-
ðà. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé íàìè ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð � ïðèìåð äîñòàòî÷íî
îáùåé êîíñòðóêöèè ëîêàëèçàöèè ôóíêòîðà. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ åù¼ íåìíîãî èçó÷èòü
òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè.

Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ. Ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ S ⊂ T íàçûâàåòñÿ
òðèàíãóëèðîâàííîé ïîäêàòåãîðèåé, åñëè îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ [1] è [−1],
à òàêæå âçÿòèÿ êîíóñîâ: ëþáîé ìîðôèçì X → Y â T , äëÿ êîòîðîãî X è Y ëåæàò â S,
ìîæíî äîïîëíèòü äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî òðåòüÿ âåðøèíà Z ëåæèò â S.

Ïðèìåðû: Db(A) � òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â D+(A) è â D−(A), à D+(A) è
D−(A) � òðèàíãóëèðîâàííûå ïîäêàòåãîðèè â D(A). Ïîäêàòåãîðèÿ K(Proj(A)) òðèàíãóëè-
ðîâàííàÿ â K(A).
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Äëÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé, ïîìèìî ëîêàëèçàöèè, åñòü åñòåñòâåííîå ïîíÿòèå
ôàêòîðèçàöèè. Ïóñòü N ⊂ T � ñòðîãàÿ (ò.å. çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìîâ) òðè-
àíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ. Îïðåäåëèì ôàêòîð T /N êàê ðåøåíèå óíèâåðñàëüíîé çà-
äà÷è. À èìåííî, êàê òî÷íûé ôóíêòîð Q : T → T /N , òàêîé ÷òî Q(N ) = 0, è ÷òî ëþáîé
äðóãîé òî÷íûé ôóíêòîð F : T → T ′, äëÿ êîòîðîãî F (N ) = 0, ïðîïóñêàåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ÷åðåç ôóíêòîð F ′ : T /N → T ′. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôàêòîðêàòåãîðèÿ,
åñëè ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ôàêòîðêàòåãîðèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò.
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì êëàññ ìîðôèçìîâ S â T : ìîðôèçì f ∈ S ⇔ êîíóñ f ëåæèò â N .
Â èíòåðåñóþùåì íàñ ïðèìåðå N � ïîäêàòåãîðèÿ àöèêëè÷íûõ êîìïëåêñîâ, à S � êëàññ
êâàçèèçîìîðôèçìîâ. Äëÿ òî÷íîãî ôóíêòîðà F : T → T ′ óñëîâèÿ �F (N ) = 0� è �F (S) �
èçîìîðôèçìû� ðàâíîñèëüíû. Ïîýòîìó ëîêàëèçàöèÿ T ïî S ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðêàòåãîðèåé T
ïî N . Òî, ÷òî T [S−1] òðèàíãóëèðîâàííàÿ, âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 4. Êëàññ S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Îðå è óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè ñ òðèàí-

ãóëèðîâàííîé ñòðóêòóðîé èç ïðîøëîé ëåêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî S çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè, ñëåäóåò èç àêñèîìû îê-
òàýäðà. Îñòàëüíûå óñëîâèÿ Îðå ïðîâåðÿþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ êâàçèèçîìîð-
ôèçìîâ.

Èíâàðèàíòíîñòü S îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ î÷åâèäíà. Âòîðîå óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè S
ñ òðèàíãóëèðîâàííîé ñòðóêòóðîé òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè àêñèîìû îêòàýäðà.

Ïóñòü F : T → T ′ � òî÷íûé ôóíêòîð, à N ⊂ T � ñòðîãàÿ òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêà-
òåãîðèÿ. Åñëè F (N ) = 0, òî F åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôàêòîðêàòåãî-
ðèþ T /N (ïî îïðåäåëåíèþ): ñóùåñòâóåò ôóíêòîð F ′ : T /N → T ′ òàêîé, ÷òî F ∼= F ′Q.
Â îáùåì ñëó÷àå òàêîãî F ′ ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò, ïðèáëèæåíèå ê íåìó íàçûâàåòñÿ ëî-
êàëèçàöèåé ôóíêòîðà. Ëåâîé ëîêàëèçàöèåé ôóíêòîðà F îòíîñèòåëüíî ïîäêàòåãîðèè N
íàçûâàåòñÿ òî÷íûé ôóíêòîð LF : T /N → T ′ âìåñòå ñ çàäàííûì ìîðôèçìîì ôóíêòîðîâ
λ : LF ◦ Q → F , óäîâëåòâîðÿþùèì óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáîãî òî÷íîãî ôóíê-
òîðà G : T /N → T ′ è ìîðôèçìà ôóíêòîðîâ λ′ : G ◦ Q → F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ìîðôèçì φ : G→ LF òàêîé, ÷òî λ′ = λ ◦ (φQ).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî çàäàíèå òî÷íîãî ôóíêòîðà T → T ′ âèäà G ◦ Q ðàâíîñèëüíî
çàäàíèþ òî÷íîãî ôóíêòîðà T → T ′, îáðàùàþùåãîñÿ â íîëü íà N . À çàäàíèå ìîðôèçìà
ôóíêòîðîâ G1◦Q→ G2◦Q òàêîãî âèäà ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ìîðôèçìà G1 → G2. Ïîýòîìó
óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî, îïðåäåëÿþùåå ëîêàëèçàöèþ, ìîæíî íåôîðìàëüíî âûðàçèòü òàê:
ëîêàëèçàöèÿ � áëèæàéøèé ñëåâà ê F ôóíêòîð, ïåðåâîäÿùèé N â íîëü. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
F (N ) = 0, òî ëîêàëèçàöèåé ñëóæèò èíäóöèðîâàííûé ôóíêòîð F ′ íà ôàêòîðêàòåãîðèè.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü F : T → T ′ � òî÷íûé ôóíêòîð, à N ⊂ T � ñòðîãàÿ òðèàíãóëè-

ðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âëîæåíèå N → T èìååò ëåâûé ñîïðÿæ¼í-

íûé ôóíêòîð. Òîãäà F èìååò ëåâóþ ëîêàëèçàöèþ.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì íóæíî ïîíÿòü, ÷òî îçíà÷àåò óñëîâèå î ñóùåñòâîâàíèè ó âëîæå-
íèÿ ñîïðÿæ¼ííîãî ôóíêòîðà. Äàäèì åù¼ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü U ⊂ T � ïîäêàòåãîðèÿ. Ïðàâûì îðòîãîíàëîì ê U íàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ ïîäêàòå-
ãîðèÿ U⊥ ⊂ T , îáðàçîâàííàÿ îáúåêòàìè X ∈ T , äëÿ êîòîðûõ Hom(U,X[i]) = 0 ïðè âñåõ
U ∈ U è i ∈ Z. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ⊥U � ëåâûé îðòîãîíàë ê U . Íåñëîæíî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî îðòîãîíàë � òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî
èçîìîðôèçìîâ.
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Ïóñòü U ,V � äâå ïîäêàòåãîðèè â T òàêèå, ÷òî Hom(V, U) = 0 äëÿ ëþáûõ U ∈ U , V ∈ V .
Ïóñòü äëÿ ëþáîãî X ∈ T ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê V → X → U → V [1],
ó êîòîðîãî U ∈ U , V ∈ V . Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî èìååòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

T = 〈U ,V〉.
Îñíîâíîé äëÿ íàñ ïðèìåð ïîëóîðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ � ñëåäóþùèé. Ïóñòü A �

àáåëåâà êàòåãîðèÿ, ãäå äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òîãäà èç äîêàçàííîãî
ðàíåå ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

K−(A) = 〈Acycl−(A),K−(Proj(A))〉,

ãäå Acycl−(A) îáîçíà÷àåò ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ, ñîñòîÿùóþ èç àöèêëè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ
ñïðàâà êîìïëåêñîâ.

Òàêæå ìû âèäåëè, ÷òî èìåþòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ (êîìïîíåíòû êîòîðûõ
íå òðèàíãóëèðîâàííû)

D(A) = 〈D>n+1(A),D6n(A)〉.

Ëåììà 6. Ïóñòü äàíî ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå T = 〈U ,V〉 íà òðèàíãóëèðîâàííûå
ïîäêàòåãîðèè. Òîãäà

1. ðàçëîæåíèå V → X → U → V [1] åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X ∈ T ;

2. ñîîòâåòñòâèÿ X 7→ U è X 7→ V ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ôóíêòîðàìè, îáîçíà÷èì èõ

u∗ : T → U è v∗ : T → V;

3. ôóíêòîð u∗ ñîïðÿæ¼í ñëåâà ê ôóíêòîðó âëîæåíèÿ U → T , à v∗ ñîïðÿæ¼í ñïðàâà

êî âëîæåíèþ V → T .

Âåðíî è îáðàòíîå:

Ëåììà 7. Ïóñòü U ⊂ T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, äëÿ êîòîðîé ôóíêòîð

âëîæåíèÿ u èìååò ëåâûé ñîïðÿæ¼ííûé. Òîãäà èìååòñÿ ïîëóîðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

T = 〈U ,⊥ U〉. Àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ ïîäêàòåãîðèè, âëîæåíèå êîòîðîé èìååò ïðàâûé

ñîïðÿæ¼ííûé ôóíêòîð.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ýòè ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5. Ïóñòü P =⊥ N � ëåâûé îðòîãîíàë ê N . Èìååì ïîëó-
îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå T = 〈N ,P〉. Îáîçíà÷èì âëîæåíèå P → T ÷åðåç β, à ïðàâûé
ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó ôóíêòîð ÷åðåç β∗. Ïóñòü ε : ββ∗ → 1T � êîåäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ.
Îïðåäåëèì ìîðôèçì ôóíêòîðîâ F̄ = Fββ∗ → F êàê Fε. Òàê êàê β∗N = 0, òî F̄ (N ) = 0.
Çíà÷èò ôóíêòîð F̄ èìååò âèä LF ◦Q, ãäå LF : T /N → T ′ � íåêîòîðûé òî÷íûé ôóíêòîð.
Òåì ñàìûì ìîðôèçì λ : LF ◦ Q → F ïîñòðîåí. Ïîêàæåì, ÷òî LF � ëîêàëèçàöèÿ. Ïóñòü
çàäàí ìîðôèçì ôóíêòîðîâ λ′ : G ◦Q→ F . Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

GQ λ′ //

%%

F

GQββ∗
λ′ββ∗ //

GQε

KS

Fββ∗

Fε

OO

LF ◦Q.

Â íåé GQε � èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X ∈ T èìååì

âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê ββ∗X
ε(X)−−→ X → X ′ → ββ∗X[1], ãäå X ′ ∈ N , ïðèìåíÿÿ GQ, ïîëó-

÷àåì, ÷òî GQ(X ′) = 0 è GQε(X) � èçîìîðôèçì. Ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå (åäèíñòâåííîãî)
ìîðôèçìà GQ → LF ◦ Q, êîòîðûé î÷åâèäíî èìååò âèä φQ, ãäå φ : G → LF � íåêîòîðûé
ìîðôèçì.
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Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü F : A → B � òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð, à â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðî-

åêòèâíûõ îáúåêòîâ. Îáîçíà÷èì ëîêàëèçàöèè K−(A) → D−(A) è K−(B) → D−(B) ÷åðåç

Q. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà LF : D−(A) → D−(B) èìååòñÿ ìîðôèçì ôóíêòî-

ðîâ LF ◦ Q → QF è âûïîëíåíî óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî: äëÿ ëþáîãî òî÷íîãî ôóíêòîðà

G : D−(A) → D−(B) ëþáîé ìîðôèçì ôóíêòîðîâ GQ → QF åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðî-

ïóñêàåòñÿ ÷åðåç ìîðôèçì ôóíêòîðîâ G→ LF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî � ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü T = K−(A),
T ′ = D−(B), â êà÷åñòâå F : T → T ′ âîçüì¼ì êîìïîçèöèþ QF . Ïóñòü N ⊂ T � ïîëíàÿ
ñòðîãàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, îáðàçîâàííàÿ àöèêëè÷íûìè êîìïëåêñàìè. Ôàêòîðêàòåãîðèÿ T ïî
N � ýòî â òî÷íîñòè ëîêàëèçàöèÿ T ïî êâàçèèçîìîðôèçìàì, ò.å. D−(A). Èìååòñÿ ïîëóîðòî-
ãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå K−(A) = 〈Acycl−(A), K−(Proj(A))〉, è ñëåäîâàòåëüíî âëîæåíèå N
èìååò ëåâûé ñîïðÿæ¼ííûé ôóíêòîð. Îðòîãîíàëüíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ P =⊥ N � ýòî ïîäêà-
òåãîðèÿ êîìïëåêñîâ ñ ïðîåêòèâíûìè ÷ëåíàìè. Ñîïðÿæ¼ííûé ôóíêòîð β∗ � ñîïîñòàâëåíèå
êîìïëåêñó K• åãî ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû P (K)•, à êîåäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ � ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ìîðôèçì P (K)• → K•. Ïîýòîìó ëîêàëèçàöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 5, ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíûì ôóíêòîðîì LF , êàê îí áûë îïðåäåë¼í íàìè
ðàíüøå. À çíà÷èò, LF ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçàöèåé ôóíêòîðà è óäîâëåòâîðÿåò óíèâåðñàëüíîìó
ñâîéñòâó.
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