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Òðåóãîëüíèêè è òðèàíãóëèðîâàííûå êàòåãîðèè

Ãîìîòîïè÷åñêàÿ è ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèè îò àáåëåâîé êàòåãîðèè, êàê ïðàâèëî, àáåëå-
âûìè óæå íå áóäóò � â íèõ ñëèøêîì ìàëî èíúåêòèâíûõ è ñþðúåêòèâíûõ ìîðôèçìîâ. ßäðà
è êîÿäðà ñóùåñòâóþò òîëüêî ó ðàñùåïèìûõ ìîðôèçìîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ãîìîòîïè÷åñêîé
è ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ïîíÿòèå òî÷íîé òðîéêè äîâîëüíî áåñïîëåçíî. Åãî çàìåíîé ñëó-
æèò ïîíÿòèå âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà. À àêñèîìàòèçàöèÿ ñâîéñòâ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ
ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè (õîòÿ èñòîðè÷åñêè òðèàíãóëèðî-
âàííûå êàòåãîðèè ïîÿâèëèñü ñîâñåì â äðóãîì êîíòåêñòå, â òîïîëîãèè).

Ïî îïðåäåëåíèþ, òðåóãîëüíèê � ýòî äèàãðàììà êîìïëåêñîâ K• → L• → M• → K[1]•,
ìîðôèçì òðåóãîëüíèêîâ � êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

K• //

u

��

L• //

v

��

M• //

w

��

K[1]•

u[1]

��
K ′• // L′• //M ′• // K ′[1]•.

Âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè � ýòî òðåóãîëüíèê, èçîìîðôíûé

òðåóãîëüíèêó âèäà K•
f−→ L• → C(f)• → K[1]•, ñâÿçàííîìó ñ ìîðôèçìîì êîìïëåêñîâ

f : K• → L•. Óñòàíîâèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ â ãîìîòîïè÷åñêîé
êàòåãîðèè.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü K•
f−→ L•

g−→ M• h−→ K[1]• � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê. Ïðîâåðüòå, ÷òî
òðåóãîëüíèêè

K•
−f−→ L•

−g−→M• h−→ K[1]•, K•
−f−→ L•

g−→M• −h−→ K[1]•,

K[1]•
−f [1]−−−→ L[1]•

−g[1]−−−→M [1]•
−h[1]−−−→ K[2]•

âûäåëåíû.
Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî òðåóãîëüíèêîâ ìåíåå îæèäàåìî

Ïðåäëîæåíèå 1. Òðåóãîëüíèê

(1) K•
f−→ L•

g−→M• h−→ K[1]•

âûäåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûäåëåí òðåóãîëüíèê

(2) L•
g−→M• h−→ K[1]•

−f [1]−−−→ L[1]•.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå öèëèíäðà ìîðôèçìà. Ïóñòü f : K• → L•

� ìîðôèçì êîìïëåêñîâ. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó K•
f−→ L•

u−→ C(f)•
v−→ K[1]•, ãäå u : L• →

K[1]• ⊕ L• è v : K[1]• ⊕ L• → K[1]• � êàíîíè÷åñêèå ìîðôèçìû: u(l) = (0, l), v(k, l) = k.
Îïðåäåëèì öèëèíäð f êàê êîìïëåêñ Cyl(f) = C(−v[−1]), ãäå −v[−1] : C(f)[−1]• → K•.
Áîëåå ÿâíî öèëèíäð îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Cyl(f)n = Kn+1 ⊕ Ln ⊕Kn, dCyl(k
n+1, ln, kn) = (−dkn+1, dln + f(kn+1), dkn − kn+1).

Ëåììà 2. Òðåóãîëüíèê K•
f−→ L•

u−→ C(f)•
v−→ K[1]• èçîìîðôåí â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãî-

ðèè òðåóãîëüíèêó K•
f ′−→ Cyl(f)•

u′−→ C(f)•
v−→ K[1]•.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

α : L• → Cyl(f)•, α(l) = (0, l, 0)

β : Cyl(f)• → L•, β(k, l, k′) = l + f(k′).

Ïðîâåðêè ïîêàçûâàþò, ÷òî: α è β � ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ, βf ′ = f , u′α = u, βα = 1L• .
Êðîìå òîãî, αβ ãîìîòîïíî 1Cyl(f)• , ãîìîòîïèè çàäàþòñÿ ôîðìóëîé h(k, l, k′) = (k′, 0, 0).
Äåéñòâèòåëüíî,

αβ(k, l, k′) = (0, l + f(k′), 0), (αβ − 1)(k, l, k′) = (−k, f(k′),−k′),
hd(k, l, k′) = (dk′ − k, 0, 0), dh(k, l, k′) = (−dk′, f(k′),−k′),

(hd+ dh)(k, l, k′) = (−k, f(k′),−k′).

Ñëåäîâàòåëüíî, α è β � èçîìîðôèçìû â K(A), îòñþäà æå ñëåäóåò, ÷òî â ãîìîòîïè÷åñêîé
êàòåãîðèè αf = f ′ è uβ = u′. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè èç óñëîâèÿ èçîìîðôíû â K(A).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïóñòü òðåóãîëüíèê (2) âûäåëåí, òîãäà îí èçîìîðôåí
òðåóãîëüíèêó

X•
p−→ Y •

q−→ C(p)•
r−→ X[1]•, êîòîðûé èçîìîðôåí X•

p′−→ Cyl(p)•
q′−→ C(p)•

r−→ X[1]• ïî ëåì-

ìå 1. À òðåóãîëüíèê (1) òîãäà èçîìîðôåí òðåóãîëüíèêó C(p)[−1]• −r[−1]−−−−→ X•
p′−→ Cyl(p)•

q′−→
C(p)•. Ýòîò òðåóãîëüíèê � ñòàíäàðòíûé ïî îïðåäåëåíèþ öèëèíäðà, çíà÷èò (1) � âûäåëåí-
íûé.

Îáðàòíî, ïóñòü (1) âûäåëåííûé. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó, âûäåëåííûìè áóäóò òðåóãîëü-

íèêè M [−1]• −h[−1]−−−−→ K•
f−→ L•

g−→ M• è L[−1]• −g[−1]−−−−→ M [−1]• −h[−1]−−−−→ K•
f−→ L•. Ñîãëàñíî

çàäà÷å 2, òðåóãîëüíèê (2) òîæå âûäåëåííûé.

Ìîæíî îïðåäåëÿòü âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè íåñêîëüêî èíà÷å. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî òî÷íàÿ òðîéêà êîìïëåêñîâ

(3) 0→ K•
f−→ L•

g−→M• → 0.

ïî÷ëåííî ðàñùåïèìà ⇔ Ln ∼= Kn ⊕Mn è äèôôåðåíöèàë â Kn ⊕Mn çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé
d(k,m) = (dk + h(m), dm), ãäå h : M [−1]• → K• � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ. Òàêàÿ òðîéêà
èçîìîðôíà òðîéêå 0 → K• → C(h)• → M• → 0. Çàìåòèì, ÷òî ìîðôèçì h : M [−1]• → K•

ïðè ýòîì çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé h = f−1dLg
−1.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü òðîéêà (3) ïî÷ëåííî ðàñùåïèìà. Äîïîëíèì å¼ äî òðåóãîëüíèêà ïðè ïî-

ìîùè ìîðôèçìà −h[1] : M• → K[1]•. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûé òðåóãîëüíèê K•
f−→ L•

g−→
M• −h[1]−−−→ K[1]• âûäåëåííûé è âñå âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè èçîìîðôíû òðåóãîëüíèêó
òàêîãî âèäà.

Âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè èãðàþò â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè òó æå ðîëü, ÷òî â êà-
òåãîðèè êîìïëåêñîâ èãðàþò òî÷íûå òðîéêè êîìïëåêñîâ. À èìåííî, ïî âûäåëåííîìó òðå-
óãîëüíèêó ñòðîèòñÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü

K•
f−→ L•

g−→M• h−→ K[1]•

� âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â K(A). Òîãäà äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ H i(K•)→ H i(L•)→ H i(M•)
Hi(h)−−−→ H i(K[1]•) = H i+1(K•)→ H i+1(L•)→ . . .

òî÷íà.

2



21.04.2016
Ëåêöèÿ 11

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîìîðôíûì òðåóãîëüíèêàì ñîîòâåòñòâóþò èçîìîðôíûå äëèííûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òî÷íîñòü äëÿ ñòàíäàðòíîãî òðåóãîëüíèêà

K•
f−→ L•

g−→ M• h−→ K[1]•, ãäå h = −f−1dLg−1, ñâÿçàííîãî ñ ðàñùåïèìîé òî÷íîé òðîéêîé.
Ãðàíè÷íûå îòîáðàæåíèÿH i(M•)→ H i+1(K•) ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàþò ñ îòîáðàæå-

íèÿìè, èíäóöèðîâàííûìè ìîðôèçìîì M• h−→ K[1]•, ïîýòîìó äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêîâ ñ òîé, òî÷íîñòü êîòîðîé áûëà äîêàçàíà íà ïåðâîé ëåê-
öèè.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü

K•
f−→ L•

g−→M• h−→ K[1]•

� âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â K(A). Òîãäà äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ HomK(A)(X
•, K[i]•)→ HomK(A)(X

•, L[i]•)→ HomK(A)(X
•,M [i]•)

h◦−−−→
→ HomK(A)(X

•, K[i+ 1]•)→ HomK(A)(X
•, L[i+ 1]•)→ . . .

òî÷íà.

Äëÿ ñòàíäàðòíûõ âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ìû óæå äîêàçûâàëè ýòî óòâåðæäåíèå, à
îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ñòàíäàðòíîãî òðåóãîëüíèêà. Íèæå ìû ïîëó÷èì åù¼ îäíî
äîêàçàòåëüñòâî, ðàáîòàþùåå â îáùåì êîíòåêñòå òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè.

Ïóñòü íà êàòåãîðèè T çàäàí àâòîìîðôèçì [1] : T → T (áîëåå ïðàâèëüíî ãîâîðèòü
�àâòîýêâèâàëåíòíîñòü�, íî â ñëó÷àå êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ ýòî â äåéñòâèòåëüíîñòè àâòî-
ìîðôèçì, ÷òî óïðîùàåò ôîðìóëèðîâêè). Òðåóãîëüíèêîì â T íàçûâàåòñÿ äèàãðàììà âèäà
X → Y → Z → X[1]. Òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèåé íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ T ñ àâòîìîð-
ôèçìîì [1] (îí íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðîì ñäâèãà), â êîòîðîé âûäåëåí êëàññ òðåóãîëüíèêîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

TR1. (a) Òðåóãîëüíèê X
1X−→ X → 0→ X[1] âûäåëåí;

(b) Òðåóãîëüíèê, èçîìîðôíûé âûäåëåííîìó, âûäåëåí;

(c) Ëþáîé ìîðôèçì f : X → Y ìîæíî äîïîëíèòü äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà

X
f−→ Y → Z → X[1].

TR2. Òðåóãîëüíèê X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] âûäåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûäåëåí

òðåóãîëüíèê Y
g−→ Z

h−→ X[1]
−f [1]−−−→ Y [1].

TR3. Ïóñòü ñòðîêè äèàãðàììû

X
f //

u

��

Y
g //

v

��

Z
h //

w

��

X[1]

u[1]

��
X ′

f ′ // Y ′
g′ // Z ′

h′ // X ′[1].

� âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè, è çàäàíû ìîðôèçìû u è v òàêèå, ÷òî vf = f ′u. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ìîðôèçì w, äåëàþùèé äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé.

TR4. Ëþáàÿ äèàãðàììà
Y

g

��
X

f
>>

Z
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äîïîëíÿåòñÿ äî êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Z ′

..

1   

Y
g

  

oo X ′
1oo

1

yy

X

f
==

gf // Z

>>

~~
Y ′,

1

``

NN

â êîòîðîé ñòðåëêà ñ ïîìåòêîé 1 èç A â B îáîçíà÷àåò ìîðôèçì èç A â B[1], à òðå-
óãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè (X, Y, Z ′), (Y, Z,X ′), (X,Z, Y ′) è (Z ′, Y ′, X ′) � âûäåëåííûå.
Çàìåòèì, ÷òî êîììóòàòèâíîñòü ýòîé äèàãðàììû âêëþ÷àåò â ñåáÿ òî, ÷òî äâà âîç-
ìîæíûõ ìîðôèçìà èç Y â Y ′ è èç Y ′ â Y [1] ðàâíû.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî àêñèîì.
Îáúåêò Z èç àêñèîìû TR1c, äîïîëíÿþùèé ìîðôèçì f äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà,

åñòåñòâåííî íàçâàòü êîíóñîì f . Êàê ìû íèæå óâèäèì, êîíóñ îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Àêñèîìà TR3 óòâåðæäàåò, ÷òî ìîðôèçìó â êàòåãîðèè ñòðåëîê
ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçì êîíóñîâ ýòèõ ñòðåëîê. Îäíàêî, èç àêñèîì íå ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñî-
îòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì � ìîðôèçì ìåæäó êîíóñàìè â àêñèîìå TR3 îïðåäåë¼í íå
îäíîçíà÷íî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî � îäèí èç íåäîñòàòêîâ àêñèîìàòèêè òðèàíãóëèðîâàííûõ
êàòåãîðèé.

Èç àêñèîìû TR2 ñëåäóåò, ÷òî ïî âñÿêîìó òðåóãîëüíèêó X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] ìîæíî

ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ Z[−1] −h[−1]−−−−→ X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1]

−f [1]−−−→ Y [1]
−g[1]−−−→ Z[1]

−h[1]−−−→ X[2]
f [2]−−→ . . . ,

â êîòîðîé ëþáîé ôðàãìåíò äëèíû 3 � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê. Òåì ñàìûì, âåðøèíû
òðåóãîëüíèêà ðàâíîïðàâíû.

Àêñèîìà TR4 íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé îêòàýäðà. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ãðîìîçäêîñòü,
å¼ ñìûñë ìîæíî âûðàçèòü îäíîé ôðàçîé:
êîíóñ êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ åñòü êîíóñ ìîðôèçìà ìåæäó êîíóñàìè ýòèõ ìîðôèçìîâ.

Äèàãðàììà îêòàýäðà èç ôîðìóëèðîâêè ýòîé àêñèîìû ñòðîèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, çà èñêëþ-
÷åíèåì äâóõ ñòðåëîê Z ′ → Y ′ è Y ′ → X ′, ñâîéñòâà êîòîðûõ è ïîñòóëèðóþòñÿ.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîáðàíû â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X[1] � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê. Òîãäà

1. Êîìïîçèöèè gf, hg, f [1]h ðàâíû íóëþ.

2. Åñëè U � ïðîèçâîëüíûé îáúåêò, òî èìåþòñÿ òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

. . .→ Hom(U,Z[−1])→ Hom(U,X)→ Hom(U, Y )→ Hom(U,Z)→ Hom(U,X[1])→ . . .

è

Hom(X[1], U)→ Hom(Z,U)→ Hom(Y, U)→ Hom(X,U)→ Hom(Z[−1], U)→ . . .
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3. Åñëè â àêñèîìå TR3 ìîðôèçìû u è v � èçîìîðôèçìû, òî è w � èçîìîðôèçì. Êàê

ñëåäñòâèå, ëþáûå äâà äîïîëíåíèÿ ìîðôèçìà äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà èçîìîðô-

íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñîãëàñíî àêñèîìå TR2, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî gf = 0. Ðàñ-
ñìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X
1X //

1X
��

X //

f

��

0 //

��

X[1]

1X [1]

��
X

f // Y
g // Z

h // X[1].

Ïî àêñèîìå TR3 ñóùåñòâóåò ìîðôèçì 0→ Z (íóëåâîé), äåëàþùèé å¼ êîììóòàòèâíîé.
Ýòî è çíà÷èò, ÷òî gf = 0.

2. Ïðîâåðèì òî÷íîñòü ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èç ïóíêòà 1 ñëåäóåò, ÷òî îíà � êîì-
ïëåêñ. Äîêàæåì, ÷òî îí òî÷åí, ñîãëàñíî TR2, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñðåäíèé ÷ëåí.
Ïóñòü u : U → Y è gu = 0. Ñíîâà ðàññìîòðèì äèàãðàììó

U
1U //

v

��

U //

u

��

0 //

��

U [1]

X
f // Y

g // Z h // X[1].

Â íåé ñðåäíèé êâàäðàò êîììóòàòèâåí ïî ïðåäïîëîæåíèþ, çíà÷èò ïî TR3 íàéä¼òñÿ
v, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâåí ëåâûé êâàäðàò, ò.å. u = fv.

3. Ïî ëåììå Éîíåäû, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî w èíäóöèðóåò èçîìîðôèçìû íà Hom(U,−)
ïðè âñåõ U . Ïðèìåíèì Hom(U,−) ê äèàãðàììå èç TR3, ïîëó÷èì äèàãðàììó

Hom(U,X)
f //

u

��

Hom(U, Y )
g //

v

��

Hom(U,Z) h //

w

��

Hom(U,X[1])

u[1]

��

f [1] // Hom(U, Y [1])

v[1]

��
Hom(U,X ′)

f ′ // Hom(U, Y ′)
g′ // Hom(U,Z ′) h′ // Hom(U,X ′[1])

f [1] // Hom(U, Y ′[1]),

â êîòîðîé ñòðîêè � òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ïóíêòó 2, à âñå âåðòèêàëüíûå
ñòðåëêè, êðîìå ñðåäíåé, � èçîìîðôèçìû. Äèàãðàììíûé ïîèñê ïîêàçûâàåò, ÷òî è
ñðåäíÿÿ ñòðåëêà áóäåò èçîìîðôèçìîì (ýòîò ôàêò íîñèò íàçâàíèå 5-ëåììû).

Ôóíêòîð Hom, îáðàçóþùèé äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè ïðèìåíåíèè ê
âûäåëåííîìó òðåóãîëüíèêó, � ïðèìåð êîãîìîëîãè÷åñêîãî ôóíêòîðà.

Êîãîìîëîãè÷åñêèì ôóíêòîðîì íà òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè T íàçûâàåòñÿ (êîâà-
ðèàíòíûé) àääèòèâíûé ôóíêòîð H : T → A ñî çíà÷åíèÿìè â àáåëåâîé êàòåãîðèè òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîãî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà

X
f−→ Y

g−→ Z → X[1]

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

H(X)
H(f)−−−→ H(Y )

H(g)−−→ H(Z)
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òî÷íà.
Èç àêñèîìû TR2 ñëåäóåò, ÷òî êîãîìîëîãè÷åñêèé ôóíêòîð îïðåäåëÿåò ïî ëþáîìó âû-

äåëåííîìó òðåóãîëüíèêó äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ H(Z[−1])→ H(X)→ H(Y )→ H(Z)→ H(X[1])→ . . .

Èçâåñòíûå íàì ïðèìåðû êîãîìîëîãè÷åñêèõ ôóíêòîðîâ: ôóíêòîð H0 íà ãîìîòîïè÷åñêîé
êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ, ôóíêòîð Hom(U,−) èç ëþáîé òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè â êà-
òåãîðèþ Ab àáåëåâûõ ãðóïï, ôóíêòîð Hom(−, U) èç òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè â Abop.

Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíîé ôàêò ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ, à K∗(A) � îäíà èç âåðñèé ãîìîòîïè÷å-

ñêîé êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ íàä A. Òîãäà êàòåãîðèÿ K∗(A) ñ îïðåäåë¼ííûì âûøå êëàññîì

âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ è îáû÷íûì ôóíêòîðîì ñäâèãà êîìïëåêñîâ òðèàíãóëèðîâàííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àêñèîìà TR1a âûïîëíåíà ïî îïðåäåëåíèþ âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ,

TR1c î÷åâèäíà. TR1b ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê 0 → X
1X−→ X → 0 âûäåëåííûé,

è àêñèîìû TR2. Àêñèîìó TR2 ìû óæå äîêàçàëè. Àêñèîìó TR3 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
äëÿ ñòàíäàðòíûõ âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ò.å., íåîáõîäèìî ïî êîììóòàòèâíîé â K(A)
äèàãðàììå

K•
f //

u
��

L•

v
��

K ′•
f ′ // L′•

ïîñòðîèòü äèàãðàììó K•
f //

u

��

L•
g //

v

��

(f)• h //

w

��

K[1]•

u[1]

��
K ′•

f ′ // L′•
g′ // C(f ′)• h′ // K[1]•.

Ýòî ëåãêî ñäåëàòü: ïóñòü vf = f ′u+dh+hd. Ïîëîæèì w(k, l) = (u(k), v(l)+h(k)). Ïðîâåðêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî w � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ è äâà ïðàâûå êâàäðàòà êîììóòèðóþò.

Ïðîâåðèì àêñèîìó TR4. Ïî ïàðå ìîðôèçìîâ f è g ñòðîèòñÿ äèàãðàììà

C(f)

1 ""

L
g

##

oo C(g)1oo

1

ww

K

f

;;

gf //M

<<

{{
C(gf).

1

cc

Îïðåäåëèì ìîðôèçìû u : C(f) → C(gf), u(k, l) = (k, g(l)) è v : C(gf) → C(g), v(k,m) =
(f(k),m). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ è ïðè ýòîì äâà
íåäîñòàþùèå òðåóãîëüíèêà â äèàãðàììå îêòàýäðà îêàçûâàþòñÿ êîììóòàòèâíûìè (â êàòå-
ãîðèè êîìïëåêñîâ). Ïðîâåðèì, ÷òî òðåóãîëüíèê

C(f)
u−→ C(gf)

v−→ C(g)
w−→ C(f)[1],

� âûäåëåííûé, ãäå w(l,m) = (0, l). À èìåííî, îí èçîìîðôåí ñòàíäàðòíîìó òðåóãîëüíèêó
ïðè ïîìîùè äèàãðàììû

C(f)• u // C(gf)• v // (g)• w //

α

��

C(f)[1]•

C(f)• u // C(gf)• v′ // C(u)• w′ //

β

OO

C(f)[1]•.
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Ïî îïðåäåëåíèþ, C(u)i = C(f)i+1⊕C(gf)i = Ki+1⊕Li+1⊕Ki+1⊕M i. Îïðåäåëèì ìîðôèçìû
α : C(g) → C(u), α(l,m) = (0, l, 0,m), è β : C(u) → C(g), β(k, l, k′,m) = (l + f(k′),m). Ïðî-
âåðêè ïîêàçûâàþò, ÷òî α è β � äåéñòâèòåëüíî ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ, βα = 1C(g), v = βv′,
w = w′α. Êðîìå òîãî, αβ ãîìîòîïíî 1C(u), ãîìîòîïèÿ çàäà¼òñÿ ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèé
h(k, l, k′,m) = (k′, 0, 0, 0). Ýòî è îçíà÷àåò èçîìîðôèçì äâóõ òðåóãîëüíèêîâ. Ñëóøàòåëþ
îñòà¼òñÿ ëèøü ïðîâåðèòü êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû îêòàýäðà.

Çàäà÷à 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî â äèàãðàììå îêòàýäðà, ïîñòðîåííîé â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëî-
æåíèÿ, äâà âîçìîæíûõ ìîðôèçìà èç Y â Y ′ è èç Y ′ â Y [1] ñîâïàäàþò.
Çàäà÷à 4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â àêñèîìå TR3 ìîðôèçì w íå åäèí-
ñòâåíåí, äàæå åñëè u = 1X , v = 1Y .

Òåïåðü ââåä¼ì òðèàíãóëèðîâàííóþ ñòðóêòóðó íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Ïóñòü D∗(A)
� îäíà èç âåðñèé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Â êà÷åñòâå ôóíêòîðà ñäâèãà âîçüì¼ì îáû÷-
íûé ñäâèã êîìïëåêñîâ, âûäåëåííûì òðåóãîëüíèêîì íàçîâ¼ì òðåóãîëüíèê, èçîìîðôíûé

(â D∗(A)) ñòàíäàðòíîìó òðåóãîëüíèêó K• f−→ L• → C(f)• → K[1]•.
Ïðîâåðÿòü, ÷òî ýòè äàííûå óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì òðèàíãóëèðîâàííîé êàòåãîðèè,

óäîáíî â îáùåì êîíòåêñòå ëîêàëèçàöèè òðèàíãóëèðîâàííûõ êàòåãîðèé.
Ïóñòü T � òðèàíãóëèðîâàííàÿ êàòåãîðèÿ, S � êëàññ ìîðôèçìîâ â T , óäîâëåòâîðÿþùèé

(ïðàâûì) óñëîâèÿì Îðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1. S[1] = S,

2. åñëè â TR3 ìîðôèçìû u è v ëåæàò â S, òî w ìîæíî âûáðàòü òàêæå ëåæàùèì â S.

Ââåä¼ì ñäâèã íà ëîêàëèçîâàííîé êàòåãîðèè T [S−1]: òàêîé æå, êàê è â T íà îáúåêòàõ,
(fs−1)[1] = f [1](s[1])−1 íà ìîðôèçìàõ. Îïðåäåëèì âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè â T [S−1] êàê
òðåóãîëüíèêè, èçîìîðôíûå òðåóãîëüíèêó âèäà Q(X) → Q(Y ) → Q(Z) → Q(X[1]), ãäå
X → Y → Z → X[1] � âûäåëåííûé òðåóãîëüíèê â T .

Ïðåäëîæåíèå 7. Êàòåãîðèÿ T [S−1] ñ ââåä¼ííûìè âûøå ôóíêòîðîì ñäâèãà è âûäåëåí-

íûìè òðåóãîëüíèêàìè òðèàíãóëèðîâàííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿòü íóæíî òðè àêñèîìû: TR1c, TR3 è TR4.

Ïðîâåðèì TR1c. Ïóñòü ìîðôèçì X → Y çàäàí äîìèêîì X
s←− X ′

f−→ Y . Äîïîëíèì f äî

âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà X ′
f−→ Y

g−→ Z
h−→ X ′. Äèàãðàììà

X ′
f //

s

��

Y
g // Z h // X ′[1]

s[1]
��

X
fs−1

// Y
g // Z

s[1]h // X[1]

ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåóãîëüíèê X
fs−1

−−−→ Y
g−→ Z

sh−→ X òàêæå âûäåëåí.
Ïðîâåðèì TR3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè, ôèãóðèðóþùèå â ôîð-

ìóëèðîâêå � ñòàíäàðòíûå, à ìîðôèçìûX → X ′ è Y → Y ′ çàäàíû äîìèêàìèX
s←− X ′′

u−→ X ′

è Y
t←− Y ′′

v−→ Y ′. Äàëåå, çàìåíÿÿ äîìèê X
s←− X ′′

u−→ X ′ íà ýêâèâàëåíòíûé, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì f ′′ : X ′′ → Y ′′ òàêîé, ÷òî vf ′′ = f ′u è tf ′′ = fs. Äîïîëíèì f ′′

äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà X ′′
f ′′−→ Y ′′

g′′−→ Z ′′
h′′−→ X ′′[1]. Ïî àêñèîìå TR3 ñóùåñòâóþò
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ìîðôèçìû âûäåëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, çàìûêàþùèå äèàãðàììó

X
f // Y

g // Z
h // X[1]

X ′′
f ′′ //

u

��

s

OO

Y ′′
g′′ //

v

��

t

OO

Z ′′
h′′ //

w

��

r

OO

X ′′[1]

u[1]

��

s[1]

OO

X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′
h′ // X ′[1].

Ïðè÷¼ì r ìîæíî âûáðàòü ëåæàùèì â S ïî óñëîâèþ 2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìîðôèçì
wr−1 : Z → Z ′ áóäåò èñêîìûì.

Ïðîâåðèì TR4. Ïóñòü äàíà ïàðà ìîðôèçìîâ fs−1 : X → Y è gt−1 : Y → Z. Ïîñòðîèì
èçîìîðôíóþ åé ïàðó ìîðôèçìîâ f ′ è g, ïðèøåäøèõ èç T : ðàññìîòðèì äèàãðàììó

X ′′
f ′ //

t′

��

Y ′
g //

t
��

Z

X ′
f //

s
��

Y

X
fs−1

// Y
gt−1

// Z

.

Äëÿ ïàðû f ′ è g òðåáóåìàÿ äèàãðàììà îêòàýäðà ñóùåñòâóåò ïî àêñèîìå TR4 äëÿ T . Çàìå-
íÿÿ â íåéX ′′ íàX ïðè ïîìîùè st′ è Y ′ íà Y ïðè ïîìîùè t, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ äèàãðàììó
äëÿ èñõîäíîé ïàðû.

Òðèàíãóëèðîâàííîñòü ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé òåïåðü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êëàññ êâà-
çèèçîìîðôèçìîâ â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2. Äëÿ óñëîâèÿ
1 ýòî î÷åâèäíî, óñëîâèå 2 ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â
êîãîìîëîãèÿõ (ïðåäëîæåíèå 3) è 5-ëåììû.

Íàêîíåö, îáúÿñíèì, ÷òî âûäåëåííûå òðåóãîëüíèêè äåéñâèòåëüíî çàìåíÿþò òî÷íûå

òðîéêè. À èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî ëþáóþ òî÷íóþ òðîéêó êîìïëåêñîâ 0 → K•
f−→ L•

g−→
M• → 0 ìîæíî äîïîëíèòü äî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà K•

f−→ L•
g−→ M• → K[1]• â

ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî äèàãðàììà K•
f−→ L•

g−→ M• èçîìîðôíà

â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè äèàãðàììå K•
f−→ L•

u−→ C(f)• (êîòîðàÿ äîïîëíÿåòñÿ äî ñòàí-
äàðòíîãî âûäåëåííîãî òðåóãîëüíèêà). Çàäàäèì ìîðôèçì êîìïëåêñîâ t : C(f)• → M• ðà-
âåíñòâîì t(k, l) = g(l). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî t � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ è âêëþ÷àåòñÿ â
êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

K•
f // L•

g //M•

K•
f // L•

u // C(f)•

t

OO

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðüòå, ÷òî t � êâàçèèçîìîðôèçì.

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü 0 → K•
f−→ L•

g−→ M• → 0 � òî÷íàÿ òðîéêà êîìïëåêñîâ. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî êîãîìîëîãè÷åñêîãî ôóíêòîðà F íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè èìååòñÿ äëèííàÿ

òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ F (M [−1])→ F (K)→ F (L)→ F (M)→ F (K[1])→ . . .
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà U èìååòñÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ HomD(A)(U,M [−1])→
→ HomD(A)(U,K)→ HomD(A)(U,L)→ HomD(A)(U,M)→

→ HomD(A)(U,K[1])→ . . .

è àíàëîãè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ HomD(A)(−, U).
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