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Ñòðîåíèå ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè

Â ïðîøëûé ðàç ìû îïðåäåëèëè äëÿ àáåëåâîé êàòåãîðèè A å¼ ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþ
D(A). Ñåé÷àñ ìû èçó÷èì, êàê îíà óñòðîåíà.

Ïðîñòåéøèå êîìïëåêñû � ýòî êîìïëåêñû ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ÷ëåíîì. Èìååòñÿ
åñòåñòâåííûé ôóíêòîð A → D(A), ñîïîñòàâëÿþùèé îáúåêòó M àáåëåâîé êàòåãîðèè A
êîìïëåêñ M [0], ñîñðåäîòî÷åííûé â íóëåâîì ÷ëåíå. Äëÿ M ∈ A ÷åðåç M [i] ìû îáîçíà÷àåì
i-é ñäâèã êîìïëåêñàM [0]:M [i]k =M ïðè k = −i,M [i]k = 0 èíà÷å. Âûÿñíèì, êàê óñòðîåíû
ìîðôèçìû â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ìåæäó îáúåêòàìè âèäà M [i].

Äëÿ ýòîãî, äà è íå òîëüêî, íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîãî îáðåçàíèÿ êîìïëåê-
ñà. Ïóñòü K• � êîìïëåêñ. Îïðåäåëèì êîìïëåêñ (τ6nK)• ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(τ6nK)i =


Ki ïðè i < n;

Zn(K•) ïðè i = n;

0 ïðè i > n,

äèôôåðåíöèàëû òàêèå æå, êàê â K•. Äëÿ êàæäîãî n îáðåçàíèå (τ6nK)• � ïîäêîìïëåêñ â
K•, ïðè÷¼ì ýòè îáðåçàíèÿ âëîæåíû äðóã â äðóãà, èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ôèëüòðàöèÿ

. . . (τ6n−1K)• ⊂ (τ6nK)• ⊂ (τ6n+1K)• . . . ⊂ K•.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî τ6n äåéñòâóåò íå òîëüêî íà îáúåêòàõ, íî è íà ìîðôèçìàõ, ò.å. ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêòîðîì. Èìååòñÿ ìîðôèçì ôóíêòîðîâ τ6n → IdKom(A). Äëÿ êàæäîãî K• ìîðôèçì
(τ6nK)• → K• èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì íà i-õ êîãîìîëîãèÿõ ïðè i 6 n, à ïðè i > n êîãî-
ìîëîãèè (τ6nK)• íóëåâûå.

Î÷åâèäíî, ÷òî τ6n ïåðåâîäèò ìîðôèçìû, ãîìîòîïíûå íóëþ, â ìîðôèçìû, ãîìîòîïíûå
íóëþ, à êâàçèèçîìîðôèçìû � â êâàçèèçîìîðôèçìû. Ïîýòîìó τ6n ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíê-
òîðîâ íà êàòåãîðèÿõ K(A) è D(A).
Çàäà÷à 1. a)Îïðåäåëèòå êàíîíè÷åñêèå ïðàâûå îáðåçàíèÿ τ>n, ïîñòðîéòå ìîðôèçì ôóíê-
òîðîâ IdKom(A) → τ>n. b)Ïðîâåðüòå, ÷òî ôàêòîðêîìïëåêñ K• ïî (τ6nK)• êâàçèèçîìîðôåí
(τ>n+1K)•.
Çàäà÷à 2. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêòîð τ6n ñîïðÿæ¼í ñïðàâà ê âëîæåíèþ Kom6n(A) →
Kom(A), à ôóíêòîð τ>n ñîïðÿæ¼í ñëåâà ê âëîæåíèþ Kom>n(A)→ Kom(A).
b)Áóäåò ëè àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ è ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé?

Íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñòåñòâåííûé ôóíêòîð A → D(A) ñòðîãî ïîëîí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

Q : HomA(M,N)→ HomD(A)(M [0], N [0])

� áèåêöèÿ äëÿ ëþáûõ M,N ∈ A. Âî-ïåðâûõ, Q èíúåêòèâíî: ïóñòü Q(f) = 0, òîãäà äî-
ìèê f ◦ 1−1M [0] ýêâèâàëåíòåí íóëþ. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî êâàçèèçîìîðôèçìà K•

s−→ M [0]

èìååì fg ∼ 0. Ïåðåéä¼ì ê ìîðôèçìó íà H0, ïîëó÷èì, ÷òî H0(f)H0(g) = 0. Íî H0(g) �
èçîìîðôèçì, çíà÷èò f = H0(f) = 0.

Âî-âòîðûõ, Q ñþðúåêòèâíî. Ïóñòü ìîðôèçìM [0]→ N [0] çàäàí äîìèêîìM [0]
t←− K•

g−→
N [0]. Ïîëîæèì f = H0(g) : M → N è ïîêàæåì, ÷òî äîìèê gt−1 ýêâèâàëåíòåí äîìèêó f1−1M [0].
Äåéñòâèòåëüíî, ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà¼òñÿ ïðè ïîìîùè êâàçèèçîìîðôèçìîâ (τ60K)• → K•

è (τ60K)• →M .
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Î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå � ïðè âñåõ i

HomD(A)(M [i], N [i]) ∼= HomA(M,N).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîìïëåêñû M [i] è N [j], ãäå i 6= j.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè i > j èìååì HomD(A)(M [i], N [j]) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïÿòü æå, ïóñòü ìîðôèçì çàäàí äîìèêîì M [i]
t←− K•

g−→ N [j]. Çàìåíèì

åãî íà ýêâèâàëåíòíûé äîìèê M [i]← (τ6−iK)•
g′−→ N [j]. Ïðè ýòîì (τ6−iK)k = 0 ïðè k > −i,

à N [j]k 6= 0 òîëüêî ïðè k = −j > −i, çíà÷èò g′ = 0.

Áîëåå èíòåðåñíî óñòðîåíû ìîðôèçìû èç M [i] â N [j] ïðè i < j. Îíè óæå èçâåñòíû íàì
êàê ãðóïïû Ext ïî Éîíåäå. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû i = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêîìó ðàñøèðåíèþ

0→ N → Kj−1 → . . .→ K1 → K0
d0−→M → 0

ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äîìèê M
d0←− [N → Kj−1 → . . . → K0] → N [j]. Íåñëîæ-

íàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíûì ðàñøèðåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå
äîìèêè, òåì ñàìûì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

(1) ExtjA(M,N)→ HomD(A)(M,N [j]).

Ïîêàæåì, ÷òî îíî ýïèìîðôíî.
Ïóñòü M [0]

t←− K•
g−→ N [j] � äîìèê. Âî-ïåðâûõ, çàìåíÿÿ K• íà (τ60K)• ïðè ïîìîùè

êâàçèèçîìîðôèçìà (τ60K)• → K•, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ki = 0 ïðè i > 0. Âî-âòîðûõ,
çàìåíÿÿ K• íà (τ>−jK)• ïðè ïîìîùè êâàçèèçîìîðôèçìà K• → (τ>−jK)•, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî Ki = 0 ïðè i < −j. Íàêîíåö, ìîæíî äîñòè÷ü òîãî, ÷òî K−j = N . Äëÿ ýòîãî íóæíî
çàìåíèòü K• íà êâàçèèçîìîðôíûé åìó êîìïëåêñ

0 // K−j
d−j

//

g

��

K−j+1 d−j+1
//

��

K−j+2 //

��

. . . // K0 //

��

0

0 // N // N ×K−j
K−j+1 // K−j+2 // . . . // K0 // 0.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî èñõîäíûé äîìèê ýêâèâàëåíòåí äîìèêó, ïîëó÷åííîìó èç ðàñøèðåíèÿ.

Çàäà÷à 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèå (1) ìîíîìîðôíî.

Òåì ñàìûì, äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðè i < j èìååòñÿ èçîìîðôèçì ìåæäó ìîðôèçìàìè â ïðîèçâîäíîé
êàòåãîðèè è Ext'àìè ïî Éîíåäå:

HomD(A)(M [i], N [j]) ∼= Extj−iA (M,N).

Îïèñàíèå Ext'îâ ÷åðåç ìîðôèçìû â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè î÷åíü óäîáíî. Èç íåãî àâòî-
ìàòè÷åñêè âèäíî, ÷òî Exti(M,N) � àáåëåâà ãðóïïà, à òàêæå ýòî îïèñàíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî
ââåñòè óìíîæåíèå íà Ext'àõ. Îòìåòèì, ÷òî âñ¼ ðàáîòàåò áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî
ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ èëè èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Â ïðèíöèïå, ëþáîé îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ ìîæíî ðàçðåçàòü íà êîìïëåêñû, êâàçèèçî-
ìîðôíûå êîìïëåêñàì âèäàM [i], ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñàòü ìîðôèçìû ìåæäó îãðàíè÷åííûìè
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êîìïëåêñàìè ÷åðåç ðàçëè÷íûå ãðóïïû Ext ìåæäó êîãîìîëîãèÿìè ýòèõ êîìïëåêñîâ. Íî ïî-
êà ó íàñ íåò äëÿ ýòîãî òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå çàìå÷àíèå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì.
Ôóíêòîðû êîãîìîëîãèé H i : Kom(A)→ A ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåâîäÿò êâàçèèçîìîðôèç-

ìû â èçîìîðôèçìû. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êàê ëîêàëèçàöèè îíè
ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç ôóíêòîðû êîãîìîëîãèé H i : D(A)→ A íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.
Çàäà÷à 4. a)Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñ K• ∈ D(A), äëÿ êîòîðîãî H i(K•) = 0 ïðè i 6= n,
êâàçèèçîìîðôåí êîìïëåêñó âèäàM [−n]. b)ÏóñòüK• è L• � êîìïëåêñû, ïðè÷¼ìH i(K) = 0
ïðè i > n, à H i(L) = 0 ïðè i < n. Ïîêàæèòå, ÷òî HomD(A)(K•, L•) = 0. c)Ïóñòü K• è L•

� êîìïëåêñû, ïðè÷¼ì H i(K) = 0 ïðè i > 0, à H i(L) = 0 ïðè i < 0. Ïîêàæèòå, ÷òî
HomD(A)(K•, L•) = HomA(H0(K), H0(L)).

Ïîìèìî íåîãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, òàêæå ðàññìàòðèâàþò îãðàíè÷åííûå
âåðñèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kom−(A) ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â Kom(A), îáðàçîâàííóþ îãðàíè÷åí-
íûìè ñïðàâà êîìïëåêñàìè. ×åðåç Kom+(A) è Komb(A) îáîçíà÷èì ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè,
îáðàçîâàííûå ñîîòâåòñòâåííî îãðàíè÷åííûìè ñëåâà è îãðàíè÷åííûìè êîìïëåêñàìè. Àíà-
ëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ââåä¼ì äëÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ è ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé: òàê, Db(A)
îáîçíà÷àåò ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â D(A), îáðàçîâàííóþ îãðàíè÷åííûìè êîìïëåêñàìè.

Îãðàíè÷åííûå âåðñèè ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé ìîæíî îïðåäåëÿòü è ïî-äðóãîìó. À èìåí-
íî, ìîæíî îïðåäåëèòü Db(A) êàê ëîêàëèçàöèþ Komb(A) ïî êâàçèèçîìîðôèçìàì. Ñåé÷àñ
ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî äàííîìó âûøå.

Òàê æå, êàê è äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïðîèçâîäíûõ êàòåãîðèé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëî-
êàëèçàöèè Komb(A) è Kb(A) ïî êâàçèèçîìîðôèçìàì ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó ìû äîêàæåì

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñòåñòâåííûé ôóíêòîð

F : Kb(A)[QIS−1]→ Db(A)

� ýêâèâàëåíòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñòðîãóþ ïîëíîòó, à ñóùåñòâåííàÿ ñþðúåêòèâíîñòü î÷åâèäíà.

Âî-ïåðâûõ, ïóñòü äàí ìîðôèçì â Db(A) â âèäå äîìèêà K• s←− K ′•
f−→ L•. Íóæíî çàìåíèòü

äîìèê íà ýêâèâàëåíòíûé, ó êîòîðîãî âåðøèíà äîìèêà � îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ. Êîì-
ïëåêñû K• è L• îãðàíè÷åíû ïî óñëîâèþ, ïóñòü èõ íåíóëåâûå ÷ëåíû ëåæàò â äèàïàçîíå
[a+1, b−1], a, b ∈ Z. Çàìåíèì K ′• íà (τ>aτ6bK

′)•. Î÷åâèäíî, ÷òî òå æå ôîðìóëû, ÷òî è äëÿ
K ′•, çàäàäóò ìîðôèçìû t è g. Ýêâèâàëåíòíîñòü äîìèêîâ fs−1 è gt−1 çàäà¼òñÿ äèàãðàììîé

(τ6bK
′)•

zz ''
K ′•

s

}} f
,,

(τ>aτ6bK
′)•

t
rr

g

&&
K• L•.

Ýòî ðàññóæäåíèå äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü F íà ìîðôèçìàõ, òåïåðü ïðîâåðèì èíú-

åêòèâíîñòü. Ïóñòü F ïåðåâîäèò äîìèê K•
s←− K ′•

f−→ L• â íîëü, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî êâàçèèçîìîðôèçìà s′ : K ′′• → K ′• èìååì fs′ ∼ 0. Î÷åâèäíî, ÷òî fs′ è ss′ òàêæå áóäóò
ÿâëÿòüñÿ ìîðôèçìàìè èç îãðàíè÷åííîãî êîìïëåêñà K ′′′• = (τ>aτ6bK

′′)• â K• è L•, ïðè÷¼ì
ñíîâà fs′ ∼ 0. À çíà÷èò, èñõîäíûé äîìèê çàäàâàë íóëåâîé ìîðôèçì è â Kb(A)[qis−1].
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Àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèå âûïîëíåíî è äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñ îäíîé ñòîðîíû ïðîèçâîä-
íûõ êàòåãîðèé.
Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êàòåãîðèÿ Db(A) ýêâèâàëåíòíà ïîë-
íîé ïîäêàòåãîðèè â D(A), îáðàçîâàííîé êîìïëåêñàìè, ó êîòîðûõ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
êîãîìîëîãèé îòëè÷íî îò íóëÿ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
îïèñàíèå ìîðôèçìîâ â ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè ìåæäó îãðàíè÷åííûìè ñïðàâà êîìïëåêñàìè
ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò.

Ëåììà 5. Ëþáîé ìîðôèçì èç îãðàíè÷åííîãî ñïðàâà êîìïëåêñà ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé â
àöèêëè÷íûé êîìïëåêñ ãîìîòîïåí íóëþ.

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ âðó÷íóþ: ãîìîòîïèÿ ñòðîèòñÿ øàã çà øàãîì íà÷èíàÿ ñïðàâà.
Èç íåãî ñëåäóåò

Ëåììà 6. Ïóñòü P • � îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ ñ ïðîåêòèâíûìè ÷ëåíàìè, à F • �
åù¼ îäèí êîìïëåêñ. Ïóñòü äàí êâàçèèçîìîðôèçì s : F • → P •. Òîãäà ñóùåñòâóåò êâàçèè-
çîìîðôèçì t : P • → F • òàêîé, ÷òî st ãîìîòîïíî 1P •.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèøåì äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ â K(A), ñâÿ-
çàííóþ ñ ìîðôèçìîì s:

. . .→ HomK(A)(P
•, F •)→ HomK(A)(P

•, P •)→ HomK(A)(P
•, C(s)•) . . .

Ñîãëàñíî ëåììå 5, åäèíè÷íûé ìîðôèçì èç P • â P • ïåðåõîäèò â íîëü, çíà÷èò íàéä¼òñÿ
t : P • → F •, òàêîé ÷òî st ∼ 1P • . Î÷åâèäíî, t � òàêæå êâàçèèçîìîðôèçì.

Ýòó ëåììó ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ïðîåêòèâíîãî îáúåêòà
àáåëåâîé êàòåãîðèè äëÿ êîìïëåêñîâ.

Ëåììà 7. Ïóñòü P • � îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ, à K• � åù¼
îäèí êîìïëåêñ. Òîãäà

HomD(A)(P
•, K•) = HomK(A)(P

•, K•).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè äà¼ò îòîáðàæåíèå

Q : HomK(A)(P
•, K•)→ HomD(A)(P

•, K•).

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî � èçîìîðôèçì.
Âî-ïåðâûõ, ïóñòüQ(f) = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî êâàçèèçîìîðôèçìà s : P ′• →

P • âåðíî fs ∼ 0. Íàéä¼ì ïî ëåììå 6 òàêîé êâàçèèçîìîðôèçì t : P • → P ′•, ÷òî st ∼ 1P • .
Ïîëó÷èì, ÷òî f ∼ fst ∼ 0.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü ìîðôèçì èç P • â K• â êàòåãîðèè D(A) çàäàí äîìèêîì P •
s←− P ′•

f−→
K•. Ïî ëåììå 6 íàéä¼ì òàêîé êâàçèèçîìîðôèçì t : P • → P ′•, ÷òî st ∼ 1P • . Òîãäà äàííûé

äîìèê ýêâèâàëåíòåí äîìèêó P •
st=1←−− P •

ft−→ K•, êîòîðûé åñòü Q(ft).

Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü â îáîçíà÷åíèÿõ, ëåììó 7 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
D−(Proj(A)) = K−(Proj(A)), ãäå Proj(A) îáîçíà÷àåò êàòåãîðèþ ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ
âA. À åñëè âA äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ, òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïèñàòü
ìîðôèçìû ìåæäó âñåìè îãðàíè÷åííûìè ñïðàâà êîìïëåêñàìè.

(Ëåâîé) ðåçîëüâåíòîé êîìïëåêñà K• íàçûâàåòñÿ êâàçèèçîìîðôèçì s : F• → K•.
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Ëåììà 8. Ïóñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òî-
ãäà ëþáîé îãðàíè÷åííûé ñïðàâà êîìïëåêñ íàä A èìååò îãðàíè÷åííóþ ñïðàâà ðåçîëüâåíòó
èç ïðîåêòèâíûõ ÷ëåíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü ðåçîëüâåíòó ïî èíäóêöèè, íà÷èíàÿ ñ ìåíüøèõ ñòåïåíåé.
Åñëè Ki = 0 ïðè i < i0, òî ïîëîæèì â êà÷åñòâå áàçû èíäóêöèè Pi = 0 ïðè i < i0. Ïóñòü
óæå ïîñòðîåíà äèàãðàììà

Pn
dn //

sn
��

Pn−1 //

sn−1

��

. . .

Kn+1
dn+1 // Kn

dn // Kn−1 // . . . ,

â êîòîðîé si èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìû â êîãîìîëîãèÿõ ïðè i < n. Íàêðîåì Zn(K) ïðî-

åêòèâíûì îáúåêòîì: P ′n
s′n−→ Zn(K), ïîëîæèì dn(P

′
n) = 0 è çàìåíèì Pn íà Pn ⊕ P ′n. Òå-

ïåðü îòîáðàæåíèå sn íà öèêëàõ (à çíà÷èò, è íà ãîìîëîãèÿõ) ñþðúåêòèâíî. ×òîáû ñäå-
ëàòü Hn(s) èçîìîðôèçìîì, äîñòàòî÷íî ñäåëàòü sn ñþðúåêòèâíûì íà ãðàíèöàõ. Íàêðî-

åì s−1n (Bn(K)) ⊂ Pn ïðîåêòèâíûì îáúåêòîì: Pn+1
dn+1−−−→ Pn è ïîäíèìåì îòîáðàæåíèå

sndn+1 : Pn+1 → Bn(K) äî îòîáðàæåíèÿ sn+1 : Pn+1 → Kn+1.

Pn+1
dn+1//

sn+1

�� ��

Pn ⊕ P ′n
dn //

sn+s′n
��

Pn−1 //

sn−1

��

. . .

Kn+1
dn+1 // Kn

dn // Kn−1
dn−1 // . . .

Øàã èíäóêöèè ñîâåðø¼í.

Èç äîêàçàííûõ ëåìì âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáú-
åêòîâ. Òîãäà èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

D−(A) ∼= K−(Proj(A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñòåñòâåííûé ôóíêòîð Q : K−(Proj(A)) → D−(A) ⊂
D(A) ñòðîãî ïîëîí ñîãëàñíî ëåììå 7. À èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî îí ñóùåñòâåííî ñþðúåê-
òèâåí.

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü â àáåëåâîé êàòåãîðèè A êîíå÷íîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè
äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Òîãäà èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

Db(A) ∼= Kb(Proj(A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîãàÿ ïîëíîòà ôóíêòîðà Q : Kb(Proj(A)) → Db(A) ⊂ D(A) ñëåäóåò
èç ëåììû 7. Äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâåííîé ñþðúåêòèâíîñòè íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ó ëþáîãî
îãðàíè÷åííîãî êîìïëåêñà åñòü êîíå÷íàÿ ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà. Ïî ëåììå 8, ó íåãî åñòü
îãðàíè÷åííàÿ ñïðàâà ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà P•. Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðîãî n êîìïëåêñ
. . . → Pn+2 → Pn+1 → Bn → 0 òî÷åí, òàê êàê ïî÷òè âñå êîãîìîëîãèè P• íóëåâûå. Îáû÷-
íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü ìîäóëåé Bn+k, k > 0 óáûâàåò
ñ ðîñòîì k, ïîýòîìó ïðè k = gldim A ïîëó÷èòñÿ, ÷òî Bn+k ïðîåêòèâíûé. Çíà÷èò, èìååì
îãðàíè÷åííóþ ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó Bn+k → Pn+k → Pn+k−1 → . . .
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
íåâåðíî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîìïëåêñ K•

. . .→ A
x−→ A

x−→ A→ . . .

ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé íàä êîëüöîì A = C[x]/(x2). Îí àöèêëè÷åí, ò.å. èçîìîðôåí íóëþ â
ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè. Îäíàêî êîìïëåêñ K• íå ñòÿãèâàåì, ò.å. HomK(A)(K

•, K•) 6= 0.
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