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Ïðîèçâîäíûå êàòåãîðèè

Êàê ìû âèäåëè, ïðè èçó÷åíèè îáúåêòîâ àáåëåâîé êàòåãîðèè è ôóíêòîðîâ ìåæäó àáå-
ëåâûìè êàòåãîðèÿìè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñû, ñîñòàâëåííûå èç
îáúåêòîâ ýòîé êàòåãîðèè. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî îòîæäåñòâèòü îáúåêò ñ åãî ðåçîëüâåíòàìè.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ðàçóìíî îáðàòèòü âîîáùå âñå êâàçèèçîìîðôèçìû ìåæäó êîìïëåêñà-
ìè (òåì ñàìûì, ñäåëàâ êâàçèèçîìîðôíûå êîìïëåêñû èçîìîðôíûìè). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôîðìàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëîêàëèçàöèåé êàòåãîðèé.

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ êàòåãîðèÿ, S � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ìîðôèçìîâ â C. Ëîêàëè-
çàöèåé êàòåãîðèè C ïî S íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ C[S−1] âìåñòå ñ ôóíêòîðîì Q : C → C[S−1]
òàêèå, ÷òî:

1. Q ïåðåâîäèò ìîðôèçìû èç S â èçîìîðôèçìû;

2. ëþáîé ôóíêòîð F : C → D, ïåðåâîäÿùèé S â èçîìîðôèçìû, ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç åäèí-
ñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ôóíêòîð G : C[S−1]→ D, ò.å. F ∼= GQ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ëîêàëèçàöèÿ êàòåãîðèé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç óíèâåðñàëüíîñòè ëîêàëèçàöèè. Ñóùåñòâîâà-
íèå äîêàæåì ÿâíîé êîíñòðóêöèåé.

Îïðåäåëèì C[S−1] òàê: îáúåêòû C[S−1] � ýòî îáúåêòû C. Ìîðôèçìû â C[S−1] èç X â Y �
ýòî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ îïðåäåë¼ííîãî âèäà. Áóêâàìè ñ÷èòàþòñÿ âñå ìîðôèçìû
â C, à òàêæå ñèìâîëû s−1, ãäå s ∈ S. Ñëîâà ñîñòàâëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû êîíåö êàæäîé áóêâû
ñîâïàäàë ñ íà÷àëîì ñëåäóþùåé, íà÷àëîì ïåðâîé áóêâû áûë X, êîíöîì ïîñëåäíåé � Y .
Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñëîâàõ ïîðîæäåíî ýëåìåíòàðíûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè:

1. ôðàãìåíò (f)(g) (äâå áóêâû) ìîæíî çàìåíÿòü íà (fg) (îäíà áóêâà);

2. ôðàãìåíòû (s)(s−1) è (s−1)(s) ìîæíî âû÷¼ðêèâàòü (èëè âñòàâëÿòü);

3. áóêâû âèäà 1X è 1−1X ìîæíî âû÷¼ðêèâàòü, åñëè ñëîâî îò ýòîãî íå îïóñòååò (èëè âñòàâ-
ëÿòü).

Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ñëîâ, òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì
îáúåêòàX ÿâëÿåòñÿ ñëîâî 1X (à òàêæå ïóñòîå ñëîâî). ÔóíêòîðQ : C → C[S−1] îïðåäåëÿåòñÿ
òàê: òîæäåñòâåííûé íà îáúåêòàõ, ìîðôèçìó f ñîîòâåòñòâóåò ñëîâî (f). Ýòîò ôóíêòîð
ïåðåâîäèò ìîðôèçìû èç S â èçîìîðôèçìû: îáðàòíûì ê (s) ÿâëÿåòñÿ ñëîâî (s−1). Åñëè
F : C → D � ôóíêòîð, ïåðåâîäÿùèé ìîðôèçìû èç S â èçîìîðôèçìû, òî F , î÷åâèäíî,
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç Q.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôðàãìåíò (s−1)(t−1) ìîæíî çàìåíÿòü íà ((ts)−1).
Ïðèìåð: ëîêàëèçàöèÿ êîëüöà. Åñëè C � êàòåãîðèÿ ñ åäèíñòâåííûì îáúåêòîì, ýíäîìîð-

ôèçìû êîòîðîãî îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå êîëüöî A, à S � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà â
A, òî ëîêàëèçàöèÿ C ïî S � ýòî êàòåãîðèÿ ñ îäíèì îáúåêòîì, ýíäîìîðôèçìû êîòîðîãî �
êîëüöî AS.

Èòàê, ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ. ×åðåç Kom(A) áóäåì îáîçíà÷àòü êàòåãîðèþ, ãäå
îáúåêòû � êîìïëåêñû, îáðàçîâàííûå îáúåêòàìè A, à ìîðôèçìû � ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ.
Ýòî àáåëåâà êàòåãîðèÿ.
Çàäà÷à 2. Îïèøèòå ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå îáúåêòû â Kom(A).
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Íàïîìíèì, êâàçèèçîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ òàêîé ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f • : K• → L•,
÷òî H i(f) � èçîìîðôèçì ïðè âñåõ i. Òàê, ëåâàÿ ðåçîëüâåíòà îáúåêòàM � ýòî êâàçèèçîìîð-
ôèçì K• → M [0], ãäå K• � êîìïëåêñ, äëÿ êîòîðîãî Ki = 0 ïðè i < 0. Êëàññ êâàçèèçîìîð-
ôèçìîâ áóäåì îáîçíà÷àòü QIS.

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ êàòåãîðèþD(A) êàê ëîêàëèçàöèþ êàòåãîðèè êîìïëåêñîâKom(A)
ïî QIS.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü f : K• → L• � ãîìîòîïíûé íóëþ ìîðôèçì êîìïëåêñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
Q(f) = 0, ãäå Q : Kom(A)→ D(A) � ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè, à
òàêæå å¼ êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå. Îäíàêî ýòî îïèñàíèå âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ íåóäîáíî.
Òàê, ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ îïèñûâàåòñÿ î÷åíü íåÿâíî, è íà ïðàêòèêå òðóäíî ïðîâåðÿòü,
ýêâèâàëåíòíû ëè äâà ìîðôèçìà, çàäàííûå â âèäå ñëîâ. Òàêæå èç äàííîãî îïèñàíèÿ ìíîæå-
ñòâà ìîðôèçìîâ íåÿñíî, êàê îïðåäåëÿòü íà íèõ ñëîæåíèå. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ìîðôèçìû
â êàòåãîðèè íå êîììóòèðóþò (â îòëè÷èå îò ýëåìåíòîâ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà, ëîêàëèçà-
öèÿ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ïðîñòî). Èç-çà ýòîãî äèàãðàììû ñòðåëîê, çàäàþùèå ìîðôèçìû,
ïëîõî ïðèâîäÿòñÿ ê óäîáíîìó âèäó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïèñàíèå ìîðôèçìîâ â ëîêàëèçîâàí-
íîé êàòåãîðèè çàìåòíî óïðîùàåòñÿ, åñëè êëàññ S óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì, òàê
íàçûâàåìûì ïðàâûì óñëîâèÿì Îðå. Ýòè óñëîâèÿ � íåêîòîðàÿ èìèòàöèÿ êîììóòàòèâíîñòè
ìîðôèçìîâ.

1. S íàñûùåí: âñå òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû ëåæàò â S è åñëè äâà ìîðôèçìà ñðåäè
s, t, st ëåæàò â S, òî è òðåòèé ëåæèò â S;

2. äëÿ ëþáûõ f è s, s ∈ S ñóùåñòâóþò g è t, t ∈ S, äåëàþùèå äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé:
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3. åñëè äëÿ ïàðû ìîðôèçìîâ f1 è f2 ñóùåñòâóåò ëåâûé óðàâíèòåëü: òàêîå s ∈ S, ÷òî
sf1 = sf2, òî ñóùåñòâóåò è ïðàâûé óðàâíèòåëü: òàêîå t ∈ S, ÷òî f1t = f2t.

Åñëè â C âûïîëíåíû ïðàâûå óñëîâèÿ Îðå, òî ìîðôèçìû â ëîêàëèçàöèè C ïî S ìîæíî
îïèñàòü êàê ïðàâûå äðîáè âèäà fs−1: â äëèííûõ äðîáÿõ âñå çíàìåíàòåëè ìîæíî ïåðåâåñòè
â íà÷àëî.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü S � êëàññ ìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè C, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðà-

âûì óñëîâèÿì Îðå. Òîãäà ëîêàëèçàöèÿ C[S−1] äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îïèñàíèå. Îáúåêòû �

îáúåêòû C, à ìîðôèçìû èç X â Y � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äîìèêîâ âèäà
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Äâà äîìèêà fs−1 è gt−1 ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò êîììóòàòèâíàÿ
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Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ fs−1 è gt−1 îïðåäåëÿåòñÿ òàê: íàéä¼ì h è u ∈ S òàêèå, ÷òî

fu = th, è îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ êàê (gh)(su)−1:
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2, ïëàí. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå:

1. ââåä¼ííîå îòíîøåíèå íà äîìèêàõ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè;

2. îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà h è u;

3. îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà äîìèêà â êëàññå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè;

4. êîìïîçèöèÿ àññîöèàòèâíà;

5. åäèíè÷íûì ìîðôèçìîì ñëóæèò äîìèê 1X1
−1
X .

Òåì ñàìûì, äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëåíà êàòåãîðèÿ. Ïîñòðîèì ôóíêòîð èç C â êàòåãîðèþ,
ââåä¼ííóþ âûøå: îáúåêò X ïåðåõîäèò â X, ìîðôèçì f : X → Y ïåðåõîäèò â äîìèê f ◦1−1X .
Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ôóíêòîð (ò.å. òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû
ïåðåõîäÿò â òîæäåñòâåííûå è êîìïîçèöèÿ ïåðåõîäèò â êîìïîçèöèþ) è ÷òî îí áóäåò ëîêà-
ëèçàöèåé. Ïåðâîå î÷åâèäíî, âòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæå-
íèÿ 1.

Åñëè êëàññ ìîðôèçìîâ S â àääèòèâíîé êàòåãîðèè C óäîâëåòâîðÿåò (ïðàâûì) óñëîâèÿì
Îðå, òî ìîæíî ââåñòè ñëîæåíèå íà ìîðôèçìàõ. Ïóñòü fs−1 è gt−1 � äâà ìîðôèçìà èç
X â Y . Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè 1 è 2, èõ ìîæíî ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, òî åñòü
ïðåäñòàâèòü â âèäå f1u

−1 è f2u
−1 äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ S. Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ñóììó

f1u
−1 è f2u

−1 êàê (f1 + f2)u
−1.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî òàêèì îáðàçîì C[S−1] ïðåâðàùàåòñÿ â àääèòèâíóþ êàòåãîðèþ,
à Q : C → C[S−1] � â àääèòèâíûé ôóíêòîð.

Êîíå÷íî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëåâûå óñëîâèÿ Îðå, è ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå
ìîðôèçìîâ â ëîêàëèçàöèè êàòåãîðèè ÷åðåç ëåâûå äîìèêè.

Â êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ, êàê ïðàâèëî, óñëîâèÿ Îðå íå âûïîëíåíû.

Çàäà÷à 5. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî óñëîâèÿ Îðå 2 è 3 íå âûïîëíåíû äëÿ
êëàññà QIS â êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ íàä àáåëåâîé êàòåãîðèåé.

Îäíàêî óñëîâèÿ Îðå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ïåðåéòè ê ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè
êîìïëåêñîâ. Ïðè ýòîì ëîêàëèçàöèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè ïî êâàçèèçîìîðôèçìàì ýê-
âèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.

Îïðåäåëèì ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ K(A) êîìïëåêñîâ íàä àáåëåâîé êàòåãîðèåé A
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáúåêòû K(A) � ýòî êîìïëåêñû íàä A, à ìîðôèçìû â K(A) � ýòî
ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ ïî ìîäóëþ ìîðôèçìîâ, ãîìîòîïíûõ íóëþ. Çàìåíà â êîìïîçèöèè fg
ìîðôèçìîâ f èëè g íà ãîìîòîïíûé ìîðôèçì ìåíÿåò êîìïîçèöèþ íà ãîìîòîïíûé ìîðôèçì,
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çíà÷èò êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ â K(A) êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Êàòåãîðèÿ K(A), î÷åâèä-
íî, áóäåò àääèòèâíîé, îäíàêî îíà óæå íå áóäåò àáåëåâîé, çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ
ñëó÷àåâ.

Çàäà÷à 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîðôèçì Z 2−→ Z íå áóäåò èíúåêòèâíûì â ãîìîòîïè÷åñêîé
êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ Z-ìîäóëåé.
Çàäà÷à 7. Ïðîâåðüòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ êîìïëåêñîâ K(A) íàä àáåëåâîé êà-
òåãîðèåé A àáåëåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ïîëóïðîñòà.

Ôóíêòîðû êîãîìîëîãèé êîìïëåêñà H i ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãî-
ðèþ, òàê êàê ãîìîòîïíûå ìîðôèçìû èíäóöèðóþò îäèíàêîâûå ìîðôèçìû íà êîãîìîëîãèÿõ.
Ïîýòîìó â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå êâàçèèçîìîðôèçìà.
Êëàññ êâàçèèçîìîðôèçìîâ â K(A) ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç QIS.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè èç ïåðâîé ÷àñòè êóðñà � îíè ÷àñòî áóäóò íóæíû ïðè
ðàáîòå â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ. Äëÿ ìîðôèçìà êîìïëåêñîâ f : K• → L•

îïðåäåë¼í åãî êîíóñ C(f)• ôîðìóëàìè C(f)n = Kn+1 ⊕ Ln, dn(k, l) = (−dk, f(k) + dl).
Èìååòñÿ ïî÷ëåííî ðàñùåïèìàÿ òî÷íàÿ òðîéêà êîìïëåêñîâ

(1) 0→ L•
α−→ C(f)•

β−→ K[1]• → 0,

ïðè÷¼ì ãðàíè÷íûå ãîìîìîðôèçìû δi : H i(K[1]) = H i+1(K)→ H i+1(L) ñîâïàäàþò ñH i+1(f).
Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

K•
f−→ L•

α−→ C(f)•
β−→ K[1]•

f [1]−−→ L[1]•

èìååì βα = 0, à αf è f [1]β ãîìîòîïíû 0. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñîâ X•, Y • îïðåäåë¼í êîì-
ïëåêñ ìîðôèçìîâ Hom(X•, Y •) ôîðìóëàìè:

Hom(X•, Y •)n =
∏
i

Hom(X i, Y i+n), dn
Hom

((fi)) = (gi), gi = dfi − (−1)nfi+1d.

Èìååì
Zn(Hom(X•, Y •)) = HomKom(A)(X

•, Y [n]•),

Hn(Hom(X•, Y •)) = HomK(A)(X
•, Y [n]•).

Ïîñòðîèì äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè,
ñâÿçàííóþ ñ òî÷íîé òðîéêîé (??). ÏóñòüX• � ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñ. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ
òðîéêó êîìïëåêñîâ

0→ Hom(X•, L•)→ Hom(X•, C(f)•)→ Hom(X•, K[1]•)→ 0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé èìååò âèä:
(2)

. . . HomK(A)(X
•, C(f)[i− 1]•) // HomK(A)(X

•, K[i]•)

f [i]◦−
qq

HomK(A)(X
•, L[i]•) // HomK(A)(X

•, C(f)[i]•) // HomK(A)(X
•, K[i+ 1]•)

f [i+1]◦−qq
HomK(A)(X

•, L[i+ 1]•) // HomK(A)(X
•, C(f)[i+ 1]•) // . . .
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Ïðåäëîæåíèå 3. Êëàññ êâàçèèçîìîðôèçìîâ â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè K(A) êîìïëåê-
ñîâ íàä A óäîâëåòâîðÿåò ïðàâûì è ëåâûì óñëîâèÿì Îðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ïðàâûõ óñëîâèé Îðå. Ïåðâîå óñëîâèå î÷åâèä-
íî.

Ïðîâåðèì âòîðîå, ïóñòü f : X → Z � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ, à s : Y → Z � êâàçèèçî-
ìîðôèçì. Ðàññìîòðèì êîíóñ C(s) è ìîðôèçì h : Z → C(s). Òåïåðü âîçüì¼ì â êà÷åñòâå
t : Z ′ → X åñòåñòâåííûé ìîðôèçì C(hf)[−1] → X. Òàê êàê s � êâàçèèçîìîðôèçì, èç
äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé, ñâÿçàííîé ñ 0→ Z → C(s)→ Y [1]→ 0
ïîëó÷àåì, ÷òî C(s) àöèêëè÷åí. À èç äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé,
ñâÿçàííîé ñ 0→ C(s)→ C(hf)→ X[1]→ 0 ïîëó÷àåì, ÷òî t � êâàçèèçîìîðôèçì.

Òåïåðü ïîñòðîèì ìîðôèçì g : C(hf)[−1] → Y , òàêîé ÷òî sg ãîìîòîïíî ft. Èìååòñÿ
äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïà (??):

. . .→ HomK(A)(C(hf)[−1], Y )→ HomK(A)(C(hf)[−1], Z)→ HomK(A)(C(hf)[−1], C(s))→ . . .

Ìîðôèçì ft : C(hf)[−1] → Z ïåðåõîäèò â íîëü, òàê êàê hft ãîìîòîïíî íóëþ. Çíà÷èò,
òðåáóåìûé ìîðôèçì íàéä¼òñÿ.

Ïðîâåðèì òðåòüå óñëîâèå Îðå. Òàê êàê ãîìîòîïè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ àääèòèâíà, äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äàííîãî ìîðôèçìà f èç ñóùåñòâîâàíèÿ s ∈ S òàêîãî, ÷òî sf = 0,

âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå t ∈ S òàêîãî, ÷òî ft = 0. ÏóñòüX
f−→ Y

s−→ Z � ìîðôèçìû, sf ãîìî-
òîïíî íóëþ, s ∈ S. Ñíîâà ðàññìîòðèì êîíóñ s è êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì h : C(s)[−1]→ Y
Äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîòîïè÷åñêèõ ìîðôèçìîâ

. . .→ HomK(A)(X,C(s)[−1])→ HomK(A)(X, Y )→ HomK(A)(X,Z)→ . . .

ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéä¼òñÿ f ′ : X → C(s)[−1] òàêîé, ÷òî hf ′ ãîìîòîïíî f . Âîçüì¼ì â êà÷å-
ñòâå t êàíîíè÷åñêèé ìîðôèçì C(f ′)[−1] → X. Òîãäà t � êâàçèèçîìîðôèçì, òàê êàê C(s)
àöèêëè÷åí. Êðîìå òîãî, ft ∼ hf ′t ∼ 0 ïî ñäåëàííîìó âûøå çàìå÷àíèþ.

Ñëåäñòâèå 4. Êàòåãîðèÿ K(A)[QIS−1] àääèòèâíà, ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè K(A)→ K(A)[QIS−1]
àääèòèâåí.

Íàêîíåö, îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè ïî êâàçèè-
çîìîðôèçìàì ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ. Òîãäà ëîêàëèçàöèÿ K(A) ïî êâàçèèçî-

ìîðôèçìàì ýêâèâàëåíòíà D(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âðåìåííî ëîêàëèçàöèþ K(A) ïî êâàçèèçîìîðôèçìàì ÷åðåç

Q̃ : K(A)→ D̃(A), à åñòåñòâåííûé ôóíêòîð Kom(A)→ K(A) îáîçíà÷èì ÷åðåç H:

Kom(A) Q //

H
��

D(A)

F
��

K(A) Q̃ //

Q′
66

D̃(A)

G

QQ

Âî-ïåðâûõ, ôóíêòîð Q̃H ïåðåâîäèò êâàçèèçîìîðôèçìû â èçîìîðôèçìû, çíà÷èò ïî îïðåäå-
ëåíèþ D(A) ñóùåñòâóåò ôóíêòîð F : D(A) → D̃(A), äëÿ êîòîðîãî FQ ∼= Q̃H. Âî-âòîðûõ,
ñîãëàñíî ëåììå 6, ëîêàëèçàöèÿ Q ïåðåâîäèò ãîìîòîïíûå ìîðôèçìû â ðàâíûå, ïîýòîìó
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ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôóíêòîð Q ∼= Q′H. Ïðè ýòîì Q′ ïåðåâîäèò êâàçèèçîìîðôèçìû â èçî-
ìîðôèçìû, è ïî îïðåäåëåíèþ D̃(A) ñóùåñòâóåò ôóíêòîð G : D̃(A) → D(A) òàêîé, ÷òî
Q′ ∼= GQ̃. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Q̃ ∼= FQ′: ôóíêòîð H ñþðúåêòèâåí íà îáúåêòàõ è íà
ìîðôèçìàõ, è ïðè ýòîì Q̃H ∼= FQ′H. Òåïåðü èç óíèâåðñàëüíîñòè D(A) è D̃(A) ïîëó÷àåì,
÷òî GF ∼= IdD(A) è FG ∼= IdD̃(A).

Ëåììà 6. Ïóñòü Q : Kom(A) → D(A) � ëîêàëèçàöèÿ ïî êâàçèèçîìîðôèçìàì, f è g �

ãîìîòîïíûå ìîðôèçìû â Kom(A). Òîãäà Q(f) = Q(g).

Ýòà ëåììà � îáîáùåíèå çàäà÷è 3. Å¼ äîêàçàòåëüñòâî óäîáíî îòëîæèòü äî ìîìåíòà,
êîãäà ìû èçó÷èì ñâîéñòâà òðåóãîëüíèêîâ â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè.

Ñëåäñòâèå 7. Êàòåãîðèÿ D(A) àääèòèâíà è ôóíêòîð Q : Kom(A)→ D(A) àääèòèâåí.

Çàäà÷à 8.Ïîêàæèòå, ÷òî êàòåãîðèÿK(A) � ýòî ëîêàëèçàöèÿ êàòåãîðèè êîìïëåêñîâKom(A)
ïî êëàññó HEQ ãîìîòîïè÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.
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