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Àáåëåâû êàòåãîðèè

Äî ñèõ ïîð ìû èçó÷àëè êîìïëåêñû, êîãîìîëîãèè, òî÷íûå ôóíêòîðû, ïðîåêòèâíûå îáú-
åêòû, ðåçîëüâåíòû, ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû è ïð. â êîíòåêñòå ìîäóëåé íàä íåêîòîðûì
êîëüöîì. Òî÷íî òàê æå ìîæíî ñòðîèòü òåîðèþ äëÿ îáúåêòîâ äðóãîãî òèïà: ãðàäóèðîâàí-
íûõ ìîäóëåé, ïó÷êîâ ìîäóëåé àáåëåâûõ ãðóïï íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, êîãåðåíò-
íûõ ïó÷êîâ íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè. Íà ñàìîì äåëå,
ìû èñïîëüçîâàëè î÷åíü íåìíîãî ñâîéñòâ êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì: à èìåííî, òî
÷òî â íåé ñóùåñòâóþò õîðîøî îïðåäåë¼ííûå ÿäðà è êîÿäðà. Åñëè àêñèîìàòèçèðîâàòü ýòè
ñâîéñòâà, ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå àáåëåâîé êàòåãîðèè.

Àääèòèâíîé êàòåãîðèåé íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì òð¼ì
óñëîâèÿì:

1. íà âñåõ ìíîæåñòâàõ ìîðôèçìîâ Hom(A,B) ââåäåíà ñòðóêòóðà àáåëåâîé ãðóïïû, ïðè-
÷¼ì óìíîæåíèå Hom(B,C)× Hom(A,B)→ Hom(A,C) áèëèíåéíî;

2. â A ñóùåñòâóåò îáúåêò 0, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì, ò.å.
òàêîé, ÷òî Hom(A, 0) = Hom(0, A) = 0 äëÿ ëþáîãî A;

3. â A ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå êîïðîèçâåäåíèÿ.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî â àääèòèâíîé êàòåãîðèè êîïðîèçâåäåíèå A è B ÿâëÿåòñÿ è
ïðîèçâåäåíèåì A è B. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé è îáîçíà÷àåòñÿ A⊕B.

Ïðèìåðû: êàòåãîðèÿ ìîäóëåé íàä êîëüöîì, êàòåãîðèÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ìîäó-
ëåé íàä êîëüöîì, êàòåãîðèÿ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé íàä êîëüöîì. Âàæíûé ïðèìåð � êà-
òåãîðèÿ ôóíêòîðîâ èç ïðîèçâîëüíîé ìàëîé êàòåãîðèè (ò.å. òàêîé, ó êîòîðîé êëàññ îáú-
åêòîâ � ìíîæåñòâî) â ëþáóþ àääèòèâíóþ êàòåãîðèþ. Â ÷àñòíîñòè, êàòåãîðèè ïðîåêòèâ-
íûõ/èíúåêòèâíûõ ñèñòåì ìîäóëåé íàä êîëüöîì, ïðåäïó÷êîâ ìîäóëåé íàä êîëüöîì íà òî-
ïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå àääèòèâíû.

Ôóíêòîð F ìåæäó àääèòèâíûìè êàòåãîðèÿìè A è B íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì, åñëè îí
ïåðåâîäèò ñóììó ìîðôèçìîâ â ñóììó ìîðôèçìîâ, ò.å. F : HomA(A1, A2)→ HomB(FA1, FA2)
� ãîìîìîðôèçì äëÿ ëþáûõ A1 è A2.

Ìîðôèçì f : A → B â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî X èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì Hom(X,A) → Hom(X,B) èíúåêòèâåí. Àíàëî-
ãè÷íî, f íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî X èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì
Hom(B,X) → Hom(A,X) èíúåêòèâåí. Äëÿ àääèòèâíîé êàòåãîðèè äàííûå îïðåäåëåíèÿ
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: f : A→ B èíúåêòèâåí, åñëè äëÿ ëþáîãî
t : X → A èç ft = 0 ñëåäóåò t = 0. Ìîðôèçì f : A → B ñþðúåêòèâåí, åñëè äëÿ ëþáîãî
t : B → X èç tf = 0 ñëåäóåò t = 0.

ßäðîì ìîðôèçìà f : A → B â àääèòèâíîé êàòåãîðèè íàçûâàåòñÿ îáúåêò ker f , ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ôóíêòîð X 7→ ker(Hom(X,A) → Hom(X,B)). Ðàâíîñèëüíûì îáðàçîì, ÿäðî
� ýòî ìîðôèçì K → A, èíäóöèðóþùèé áèåêöèþ Hom(X,K) → {t ∈ Hom(X,A) | ft = 0}
äëÿ âñåõ X.

Ââåä¼ì äâîéñòâåííîå ïîíÿòèå: êîÿäðîì ìîðôèçìà f : A→ B íàçûâàåòñÿ îáúåêò coker f ,
êîïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð X 7→ ker(Hom(B,X)→ Hom(A,X)). Ðàâíîñèëüíûì îáðàçîì,
êîÿäðî � ýòî ìîðôèçì B → C, èíäóöèðóþùèé áèåêöèþ Hom(C,X) → {t ∈ Hom(B,X) |
tf = 0} äëÿ âñåõ X.

Êàê îáúåêòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ôóíêòîð, ÿäðî è êîÿäðî åäèíñòâåííû (åñëè ñóùåñòâó-
þò). Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî èíúåêòèâíûé ìîðôèçì � ýòî òî æå, ÷òî ìîðôèçì ñ
íóëåâûì ÿäðîì, à ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì � òî æå, ÷òî ìîðôèçì ñ íóëåâûì êîÿäðîì.
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Ëåììà 1. ßäðà èíúåêòèâíû, à êîÿäðà ñþðúåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ ÿäåð. Ïóñòü k : K → A � ÿäðî ìîðôèçìà f : A→ B. Ïóñòü
t : T → K � ìîðôèçì, äëÿ êîòîðîãî kt = 0. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî t = 0. Äâà ìîðôèçìà t
è 0 èç T â K ïðè êîìïîçèöèè ñ k äàþò îäèí è òîò æå ìîðôèçì â A, àííóëèðóåìûé f . Ïî
îïðåäåëåíèþ ÿäðà îíè äîëæíû ñîâïàäàòü, ò.å. t = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìîðôèçìà f : A→ B â àääèòèâíîé êàòåãîðèè ñóùåñòâóþò ñëå-
äóþùèå ÿäðà è êîÿäðà: k = ker f , c = coker f , i = coker k, j = ker c. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé f ′, çàìûêàþùèé äèàãðàììó

(1) K
k // A

f //

i

��

B
c // C

I
f ′ // I ′

j
?? .

Ïðè ýòîì i íàçûâàþò êîîáðàçîì f , à j � îáðàçîì f :

coim f = coker ker f, im f = ker coker f.

Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ A íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé, åñëè óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

(AB1) Ó ëþáîãî ìîðôèçìà â A åñòü ÿäðî è êîÿäðî;

(AB2) Ìîðôèçì f ′ èç äèàãðàììû (1) � èçîìîðôèçì äëÿ ëþáîãî f .

Êàê íåñëîæíî âèäåòü, àêñèîìà AB2 ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåìó: ëþáîé ìîðôèçì f : A→
B â A ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

A
i−→ I

j−→ B

ãäå i = coim f , j = im f . Ýòî ðàçëîæåíèå ìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Çàäà÷à 2. a)Ïóñòü f � èíúåêòèâíûé ìîðôèçì â àáåëåâîé êàòåãîðèè. Äîêàæèòå, ÷òî f =
ker coker f . Äâîéñòâåííûì îáðàçîì, äëÿ ñþðúåêòèâíîãî ìîðôèçìà f èìååì f = coker ker f .

b)Ïðîâåðüòå, ÷òî èíúåêòèâíûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì â àáåëåâîé êàòåãîðèè îáðàòèì.
Çàäà÷à 3. Äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà â àáåëåâîé êàòåãîðèè f : A → B èìååòñÿ åäèíñòâåííîå

ðàçëîæåíèå â êîìïîçèöèþ A
a−→ D

b−→ B, ãäå a � ñþðúåêöèÿ, à b � èíúåêöèÿ.
Äâà îñíîâíûõ ïðèìåðà, ðàäè êîòîðûõ áûëà ïðèäóìàíà àêñèîìàòèêà àáåëåâîé êàòåãî-

ðèè, � ýòî ìîäóëè íàä êîëüöîì è ïó÷êè àáåëåâûõ ãðóïï íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Äðóãèå ïðèìåðû � ïó÷êè ìîäóëåé íàä ïó÷êîì êîëåö, ãðàäóèðîâàííûå ìîäóëè íàä ãðàäó-
èðîâàííûì êîëüöîì, ôóíêòîðû èç ìàëîé êàòåãîðèè â àáåëåâó. Ïðèìåð àääèòèâíîé êàòå-
ãîðèè, â êîòîðîé îáû÷íî íåò ÿäåð è êîÿäåð � ïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä êîëüöîì. Ïðèìåð
àääèòèâíîé êàòåãîðèè, äëÿ êîòîðîé åñòü ÿäðà è êîÿäðà, íî íå âûïîëíåíà àêñèîìà AB2 �
êàòåãîðèÿ ôèëüòðîâàííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K
f−→ L

g−→M â àáåëåâîé êàòåãîðèè íàçûâàåòñÿ òî÷íîé â ñðåäíåì
÷ëåíå, åñëè ker g ∼= im f (ýòî äâà ìîðôèçìà â L), èëè, ðàâíîñèëüíî, åñëè coker f ∼= coim g
(ýòî äâà ìîðôèçìà èç L).

Îïðåäåëèì êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé òðîéêè K
f−→ L

g−→
M , â êîòîðîé gf = 0. Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ìîðôèçì im f → ker g, îïðåäåëèì H êàê
êîÿäðî ýòîãî ìîðôèçìà.
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Çàäà÷à 4. Ìîæíî îïðåäåëèòü êîãîìîëîãèè K
f−→ L

g−→ M äâîéñòâåííûì îáðàçîì, êàê
ÿäðî ìîðôèçìà coker f → coim g. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå äà¼ò îáúåêò, åñòåñòâåííî
èçîìîðôíûé òîìó, ÷òî ïîñòðîåí âûøå.
Çàäà÷à 5. Îïðåäåëèòå ìîðôèçìû íà öèêëàõ, ãðàíèöàõ è êîãîìîëîãèÿõ, èíäóöèðîâàííûå
ìîðôèçìîì êîìïëåêñîâ.
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî â àáåëåâîé êàòåãîðèè ñóùåñòâóþò ðàññëîåííûå è êîðàññëîåííûå
ïðîèçâåäåíèÿ.

Ðåøèâ ýòè çàäà÷è, ìîæíî óáåäèòüñÿ â äâóõ âåùàõ. Âî-ïåðâûõ, ëþáûå ðàññóæäåíèÿ,
èñïîëüçóþùèå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà ÿäåð, êîÿäåð, îáðàçîâ, òî÷íîñòè, ðàññëîåííûõ ïðîèç-
âåäåíèé è ò.ï., êîòîðûå ìû ïðîâîäèëè äëÿ êàòåãîðèè ìîäóëåé (íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå
äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êîãîìîëîãèÿõ), ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ àáåëåâûõ êàòåãîðèé. Âî-âòîðûõ, ïðîâîäèòü ýòè ðàññóæäåíèÿ íà êàòåãîðíîì ÿçûêå
î÷åíü íåóäîáíî. Ïîýòîìó îáû÷íî, ðàáîòàÿ ñ àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè, äåéñòâóþò òàê æå,
êàê åñëè áû îáúåêòû áûëè ìîäóëÿìè è ó íèõ áûëè áû ýëåìåíòû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
ëþáîå òàêîå ðàññóæäåíèå â ñòèëå äèàãðàììíîãî ïîèñêà, îïåðèðóþùåå êîíå÷íûì ÷èñëîì
îáúåêòîâ, îêàçûâàåòñÿ çàêîííûì. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà Ìèò÷åëëà î âëîæåíèè). Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ, êëàññ îáúåê-
òîâ êîòîðîé � ìíîæåñòâî (òàêèå êàòåãîðèè íàçûâàþòñÿ ìàëûìè). Òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷íûé ñòðîãî ïîëíûé ôóíêòîð A → R−mod, ãäå R � íåêîòîðîå êîëüöî.

Òî, ÷òî ðåàëüíî èíòåðåñóþùèå íàñ àáåëåâû êàòåãîðèè ìàëûìè íå ÿâëÿþòñÿ, íå äîëæ-
íî ñìóùàòü. Îáúåêòû àáåëåâîé êàòåãîðèè A, èñïîëüçóþùèåñÿ â ëþáîì êîíêðåòíîì ðàñ-
ñóæäåíèè, âñåãäà îáðàçóþò ìíîæåñòâî, è ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó î âëîæåíèè ê ìàëîé
ïîäêàòåãîðèè â A, ïîðîæä¼ííîé ýòèìè îáúåêòàìè.

Äëÿ àáåëåâûõ êàòåãîðèé è àääèòèâíûõ ôóíêòîðîâ ìåæäó íèìè ñòðîèòñÿ òà æå òåîðèÿ,
÷òî ìû ïîñòðîèëè äëÿ êàòåãîðèé ìîäóëåé íàä êîëüöîì. À èìåííî, îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íûå,
òî÷íûå ñëåâà è ñïðàâà ôóíêòîðû, ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå îáúåêòû, ðåçîëüâåíòû,
ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû, äëèííûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ,
ãðóïïû Ext êàê ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò ôóíêòîðà Hom, ïðîåêòèâíàÿ è èíúåêòèâíàÿ
ðàçìåðíîñòè îáúåêòà, ãëîáàëüíàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êàòåãîðèè.

Åñòü ðîâíî îäíî ñâîéñòâî êàòåãîðèé ìîäóëåé íàä êîëüöîì, êîòîðîå ìû àêòèâíî èñïîëü-
çîâàëè, è êîòîðîå íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû âñ¼ îïèñàííîå âû-
øå èìåëî ìåñòî â çàäàííîé àáåëåâîé êàòåãîðèè. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êàòåãîðèè äîëæíî
áûòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ/èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî âñå
ðåçóëüòàòû ïðî ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé àáåëåâûõ êàòåãîðèé.

Îäíàêî ñóùåñòâóþò àáåëåâû êàòåãîðèè, â êîòîðûõ íåäîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ
èëè èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, â êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïï
íåò íåòðèâèàëüíûõ èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ, à â êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà ïðîåê-
òèâíîé ïðÿìîé � íåòðèâèàëüíûõ ïðîåêòèâíûõ. Êîíñòðóêöèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ ÷å-
ðåç ïðîåêòèâíûå/èíúåêòèâíûå ðåçîëüâåíòû â ýòîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà. Òåì
íå ìåíåå, ìîæíî äàòü èõ àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü A è B � àáåëåâû êàòåãîðèè. Ëåâûì δ-ôóíêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàáîð ôóíêòîðîâ
Fi : A → B, i > 0 è ìîðôèçìîâ ôóíêòîðîâ δi : Fi+1(M)→ Fi(K) èç êàòåãîðèè êîðîòêèõ òî÷-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0→ K → L→M → 0 îáúåêòîâ A â B, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî
óñëîâèå: äëÿ ëþáîé òî÷íîé òðîéêè 0→ K → L→M → 0 äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ Fi+1(M)
δi−→ Fi(K)→ Fi(L)→ Fi(M)

δi−1−−→ Fi−1(K)→ . . .

òî÷íà.
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Êàê ìû âèäåëè, íàáîð ëåâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ LiF îò òî÷íîãî ñïðàâà ôóíêòîðà
F : A → B è ñâÿçûâàþùèõ ãîìîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ δ-ôóíêòîðîì. Êàê ìû ñêîðî óâèäèì,
ýòîò δ-ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñìûñëå óíèâåðñàëüíûì.

Ìîðôèçìîì δ-ôóíêòîðîâ èç (Fi, δi) â (F
′
i , δ
′
i) íàçûâàåòñÿ íàáîð ôóíêòîðíûõ ìîðôèçìîâ

φi : Fi → F ′i òàêîé, ÷òî íà êàòåãîðèè òî÷íûõ òðîåê âèäà 0 → K → L → M → 0 èìååòñÿ
êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ìîðôèçìîâ ôóíêòîðîâ:

(2) Fi+1(M)
δi //

φi+1

��

Fi(K)

φi
��

F ′i+1(M)
δ′i // F ′i (K).

Ëåâûé δ-ôóíêòîð (Fi, δi) íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî δ-ôóíêòîðà (Ti, δ
′
i)

è ëþáîãî ìîðôèçìà ôóíêòîðîâ φ0 : T0 → F0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì δ-ôóíêòîðîâ
(φi) : (Ti, δ

′
i)→ (Fi, δi), ïðîäîëæàþùèé φ0. Èíûìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

HomFun(A,B)(T0, F0) ∼= Homδ−Fun(A,B)((Ti, δ
′
i), (Fi, δi)).

Ìîæíî òàêæå ïîíèìàòü ýòîò èçîìîðôèçì êàê ñîïðÿæ¼ííîñòü äâóõ ôóíêòîðîâ ìåæäó êà-
òåãîðèÿìè Fun(A,B) è δ − Fun(A,B): ôóíêòîð (Ti, δ

′
i) 7→ T0 ñîïðÿæ¼í ñëåâà ê ôóíêòîðó,

ñòðîÿùåìó ïî çàäàííîìó F δ-ôóíêòîð (Fi, δi)) ñ F0 = F . Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò,
÷òî óíèâåðñàëüíûé δ-ôóíêòîð ñ çàäàííûì F0 åäèíñòâåí, åñëè ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü F : A → B � òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãî-
ðèÿìè. Ïóñòü ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé δ-ôóíêòîð (Fi, δi) ñ F0 = F . Òîãäà Fi íàçîâ¼ì
ëåâûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêòîðàìè îò ôóíêòîðà F .

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîä-
íûìè ôóíêòîðàìè â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ. Òî åñòü, îáðàçóþò óíèâåðñàëüíûé
δ-ôóíêòîð. ×òîáû ýòî ïðîâåðèòü (è âîîáùå, ÷òîáû äîêàçûâàòü óíèâåðñàëüíîñòü íåêîòî-
ðîãî δ-ôóíêòîðà), ïîëåçíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Ôóíêòîð F ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè A è B íàçûâàåòñÿ êîñòèðàþùèì, åñëè äëÿ
ëþáîãî îáúåêòà M â A ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì f : M ′ → M òàêîé, ÷òî F (f) = 0. Òàêîé
ýïèìîðôèçì ìû áóäåì íàçûâàòü êîñòèðàþùèì íàêðûòèåì îáúåêòàM (äëÿ ôóíêòîðà F ).
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûñøèå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû LiF, i > 0 îò òî÷íîãî
ñïðàâà ôóíêòîðà F êîñòèðàþùèå � äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîåêòèâíîå íàêðûòèå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü (Fi, δi) � δ-ôóíêòîð, ïðè÷¼ì ôóíêòîðû Fi êîñòèðàþùèå ïðè
i > 0. Òîãäà (Fi, δi) � óíèâåðñàëüíûé δ-ôóíêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Ti, δ
′
i) � δ-ôóíêòîð è çàäàí ìîðôèçì ôóíêòîðîâ φ0 : T0 → F0.

Ïîñòðîèì ìîðôèçìû ôóíêòîðîâ φi : Ti → Fi, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2) è ïîïóòíî
óâèäèì, ÷òî îíè åäèíñòâåííû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φi ïîñòðîåíû ïðè i 6 n è óñëîâèÿ (2) âûïîëíåíû ïðè i < n. Ïîñòðî-
èì φn+1. Ïóñòü M ∈ A � îáúåêò, íàêðîåì åãî îáúåêòîì P òàê, ÷òîáû Fn+1(P →M) = 0, è
ðàññìîòðèì òî÷íóþ òðîéêó 0→M ′ → P →M → 0. Èìååòñÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

Tn+1(M)
δ′i //

φn+1(M)
��

Tn(M
′) //

φn(M ′)
��

Tn(P )

φn(P )
��

Fn+1(P )
0 // Fn+1(M)

δi // Fn(M
′) // Fn(P ).
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Â êà÷åñòâå φn+1(M) áåðåì åäèíñòâåííóþ ñòðåëêó Tn+1(M) → Fn+1(M), äåëàþùàÿ ëåâûé
êâàäðàò êîììóòàòèâíûì (óñëîâèå (2)). Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü òðè âåùè: íåçàâèñèìîñòü
φn+1 îò âûáîðà íàêðûâàþùåé, ôóíêòîðèàëüíîñòü è ñîãëàñîâàííîñòü ñ δ.

Ðàññìîòðèì ëþáîé �ìîðôèçì êîñòèðàþùèõ íàêðûòèé�, ò.å. äèàãðàììó

(3) 0 // N ′ //

f ′

��

Q
g′ //

��

N //

f

��

0

0 //M ′ // P
g //M // 0,

ãäå Fn+1(g) = 0 è Fn+1(g
′) = 0.

Ñ íåé ñâÿçàíà êóáè÷åñêàÿ äèàãðàììà

(4) Tn+1(N)
δ′Nn //

φn+1(N)

xx

Tn(N
′)

φn(N ′)

yy
Tn(f ′)Fn+1(N)

δNn //

Fn+1(f)

��

Tn+1(f)

��

Fn(N
′)

Fn(f ′)

��

Tn+1(M)
δ′Mn

φn+1(M)

xx

// Tn(M
′)

φn(M ′)yy
Fn+1(M)

δMn // Fn(M
′)

Å¼ ïåðåäíÿÿ è çàäíÿÿ ãðàíè êîììóòàòèâíû, òàê êàê (Fi, δi) è (Ti, δ
′
i) � δ-ôóíêòîðû. Ïðàâàÿ

ãðàíü òàêæå êîììóòàòèâíà, òàê êàê φn � ìîðôèçì ôóíêòîðîâ. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïðåäåëåíèÿ φn+1(N) è φn+1(M).

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òàêóþ äèàãðàììó â ñëó÷àå, êîãäà M = N , F = 1M . Âñå ãðàíè
êóáà, êðîìå ëåâîé, êîììóòàòèâíû, à δMn � âëîæåíèå, çíà÷èò, è ëåâàÿ ãðàíü êîììóòàòèâíà.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëåíèÿ φn+1(M) ïðè ïîìîùè äâóõ íàêðûòèé g è g′ ðàâíîñèëüíû.
Íî äëÿ ëþáûõ äâóõ íàêðûòèé g1 : P1 → M è g2 : P2 → M ñóùåñòâóåò îáùåå áîëüøåå
íàêðûòèå h1 : P → P1 è h2 : P → P2 òàê ÷òî g1h1 = g2h2 è Fn+1(g1h1) = 0. Òåì ñàìûì,
êîððåêòíîñòü â îïðåäåëåíèè φn+1 äîêàçàíà.

×òîáû ïðîâåðèòü ôóíêòîðèàëüíîñòü, ðàññìîòðèì ìîðôèçì f : N →M è âêëþ÷èì åãî
â äèàãðàììó (3). Òîãäà êîììóòàòèâíîñòü ëåâîé ãðàíè â (4) ïîêàæåò òî, ÷òî φ ñîãëàñîâàíî
ñ f .

Íàêîíåö, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî φn+1 ñîãëàñîâàí ñ δ äëÿ òî÷íîé òðîéêè 0 → K → L →
M → 0, ðàññìîòðèì äèàãðàììó (3), ãäå íèæíÿÿ ñòðîêà � òðîéêà 0 → K → L → M → 0,
M = N , f = 1M , Fn+1(g

′) = 0 (íî íå îáÿçàòåëüíî Fn+1(g) = 0). Â ñîîòâåòñòâóþùåé êóáè-
÷åñêîé äèàãðàììå âñå ãðàíè êîììóòàòèâíû, êðîìå, âîçìîæíî, íèæíåé. Òàê êàê Tn+1(f) �
èçîìîðôèçì, ïîëó÷àåì, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíü òàêæå êîììóòàòèâíà. Ýòî è òðåáîâàëîñü ïðî-
âåðèòü.

Ñëåäñòâèå 5. Êëàññè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè ôóíêòîðà-
ìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.

Åñòü ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû, êîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû,
ïðè òîì, ÷òî ïðîåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò íåäîñòàòî÷íî ìíîãî. Ìû, îäíàêî, ðàçáåð¼ì èõ ïîçæå,
â êîíòåêñòå ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà íà ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè.
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Ñåé÷àñ æå èçó÷èì áîëåå ïðîñòóþ âåùü � âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ ïðè ïî-
ìîùè àöèêëè÷íûõ ðåçîëüâåíò. Êàê îáû÷íî, ïóñòü F � òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð ìåæäó
àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè A è B, è ïóñòü ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò F ñóùåñòâóþò (íà-
ïðèìåð, ïóñòü â A äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ). Îáúåêò M íàçûâàåòñÿ F -
àöèêëè÷íûì, åñëè LiF (M) = 0 ïðè i > 0. Ïðèìåðû: ïðîåêòèâíûé îáúåêò àöèêëè÷åí äëÿ
ëþáîãî ôóíêòîðà. Ïëîñêèé ìîäóëü àöèêëè÷åí äëÿ ôóíêòîðà òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ íà
ëþáîé ìîäóëü.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü 0 → K → L → M → 0 � òî÷íàÿ òðîéêà. Äîêàæèòå, ÷òî a) åñëè K è M
ñóòü F -àöèêëè÷íû, òî è L òîæå F -àöèêëè÷åí; b) åñëè L è M ñóòü F -àöèêëè÷íû, òî è K
òîæå F -àöèêëè÷åí.

Ëåììà 6. Ïóñòü K• � îãðàíè÷åííûé ñïðàâà òî÷íûé êîìïëåêñ F -àöèêëè÷íûõ îáúåêòîâ
èç A. Òîãäà F (K•) � òîæå òî÷íûé êîìïëåêñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè K• � òî÷íàÿ òðîéêà, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äëèííîé òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ è òîãî, ÷òî L1F (K0) = 0. Â îáùåì ñëó÷àå,
ðàçðåæåì K• íà òî÷íûå òðîéêè âèäà 0 → Zi+1 → Ki → Zi−1 → 0. Ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 7,
ïî èíäóêöèè ïðîâåðèì, ÷òî âñå Zi ñóòü F -àöèêëè÷íû. Ïðèìåíèì ê êàæäîé òî÷íîé òðîéêå
ôóíêòîð F , ïîñëå ÷åãî ñêëåèì èç ïîëó÷åííûõ òî÷íûõ òðîåê òî÷íûé êîìïëåêñ F (K•).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû îò F ìîæíî ïðè ïîìîùè F -
àöèêëè÷íîé ðåçîëüâåíòû.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü K• � ðåçîëüâåíòà äëÿ îáúåêòà M ∈ A, âñå ÷ëåíû êîòîðîé
àöèêëè÷íû. Òîãäà Hi(F (K•)) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû LiF (M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âA åñòü äîñòàòî÷íî ìíîãî
ïðîåêòèâíûõ îáúåêòâ. Ïóñòü P• � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà M , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè ìîðôèçì f : P• → K•, èíäóöèðóþùèé 1M íà H0. Ïðèìåíèì F è
ïåðåéä¼ì ê ãîìîëîãèÿì, ïîëó÷èì îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûå ìîðôèçìûHi(F (f)) : LiF (M) =
Hi(F (P•))→ Hi(F (K•)). Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî � èçîìîðôèçìû.

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî êîíóñ C(F (f)) àöèêëè÷åí. Ðàññìîòðèì C(f), êîíóñ f . Ýòî
òî÷íûé êîìïëåêñ, âñå ÷ëåíû êîòîðîãî F -àöèêëè÷íû (òàê êàê ïðîåêòèâíûå îáúåêòû F -
àöèêëè÷íû). Ïî ëåììå, êîìïëåêñ F (C(f)) = C(F (f)) àöèêëè÷åí, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå è áåç ïðåäïîëîæåíèé î ñóùå-
ñòâîâàíèè ïðîåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò. Äîêàçûâàòü áóäåì ïî èíäóêöèè ïî i. Ðàññìîòðèì òî÷-

íóþ òðîéêó 0 → B0
f0−→ K0 → M → 0. Äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ

ôóíêòîðîâ äàñò ðàâåíñòâà L1F (M) = kerF (f0) è LiF (M) = Li−1F (B0) ïðè i > 2. Ðàçðåæåì

ðåçîëüâåíòó íà òî÷íûå òðîéêè 0 → Bi
fi−→ Ki

ei−→ Bi−1 → 0. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

F (K2)
F (d2) //

F (e2)

$$

F (K1)
F (d1) //

F (e1)

%%

F (K0)

F (B1)

F (f1)
::

F (B0).

F (f0)
99

Òàê êàê F òî÷åí ñïðàâà, F (e2) ñþðúåêòèâíî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

F (B1)
F (f1)−−−→ F (K1)

F (e1)−−−→ F (B0)→ 0
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òî÷íà. Èìååì

H1(F (K•)) = kerF (d1)/ imF (d2) = kerF (d1)/ imF (f1) =

= kerF (d1)/ kerF (e1) = kerF (f0) = L1F (M),

÷òî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå äëÿ i = 1. Äëÿ øàãà èíäóêöèè äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåä-
ïîëîæåíèå èíäóêöèè ê àöèêëè÷íîé ðåçîëüâåíòå . . .→ K2 → K1 → 0 îáúåêòà B0.
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