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Ðàçìåðíîñòü

Íàñêîëüêî äëèííîé ìîæåò áûòü ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿ? Êàê ìíîãî íåíóëå-
âûõ ãðóïï Tor ìîæåò áûòü ìåæäó äâóìÿ ìîäóëÿìè? Íàñêîëüêî ñëîæíî óñòðîåíû ìîäóëè
íàä çàäàííûì êîëüöîì? Îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû ïîìîãàåò ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè.

Ïðîåêòèâíîé è èíúåêòèâíîé ðàçìåðíîñòÿìè ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì A íàçûâàþòñÿ
÷èñëà

pd(M) = max{i | ∃N Exti(M,N) 6= 0} è id(M) = max{i | ∃N Exti(N,M) 6= 0}

(èëè áåñêîíå÷íîñòü, åñëè ýòè ÷èñëà íå ñóùåñòâóþò).
Ïðèìåðû:

1. pd(M) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ïðîåêòèâåí,

2. pd(M) 6 1 äëÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïû M ,

3. pd(k) =∞, ãäå k � òðèâèàëüíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì k[x]/(x2),

4. pd(k) = n, ãäå k � òðèâèàëüíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì k[x1, . . . , xn] (ýòî íå î÷åâèäíî,
íî ìû ñêîðî ýòî îáúÿñíèì).

Çàäà÷à 1. Ïóñòü â òî÷íîé òðîéêå 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 èçâåñòíû pd(M ′) è pd(M ′′).
×òî ìîæíî ñêàçàòü î pd(M)?

Îêàçûâàåòñÿ, ðàçìåðíîñòüþ ìîäóëÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ äëèíû åãî ðåçîëüâåíò. Äëèíîé
êîìïëåêñà Kn → . . .→ K0 ìû áóäåì ñ÷èòàòü n.

Ëåììà 1. Ó ìîäóëÿ M åñòü ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëèíû n ⇔ pd(M) 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ î÷åâèäíî, äîêàæåì ⇐ ïî èíäóêöèè. Ñëó÷àé n = 0 î÷åâèäåí, ïóñòü
pd(M) > 0. Ïåðåõîä èíäóêöèè: ïóñòü 0→ K → F →M → 0 � íàêðûòèå ìîäóëÿM ñâîáîä-
íûì ìîäóëåì F . Èç äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Exti(−, N) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N
ïîëó÷àåì: pd(K) = pd(M)− 1. Çíà÷èò, ó K åñòü ðåçîëüâåíòà äëèíû n− 1. Ïðèïèñûâàÿ å¼
ê F , ïîëó÷èì ðåçîëüâåíòó M äëèíû n.

Òåì ñàìûì, ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü ìîäóëÿ � ýòî äëèíà åãî ìèíèìàëüíîé ïðîåêòèâ-
íîé ðåçîëüâåíòû. Çàìåòèì, ÷òî ìû íà ñàìîì äåëå äîêàçàëè íåñêîëüêî áîëüøå: à èìåííî,
÷òî åñëè ñòðîèòü ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó äëÿ ìîäóëÿ ñ pd(M) = n êàê óãîäíî, òî íà n-ì
øàãå îíà ñàìà ñîáîé ïîñòðîèòñÿ.

Ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ gldim(A) êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì òàêèõ i ∈ Z, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ ìîäóëåé M,N íàä A âåðíî ExtiA(M,N) 6= 0. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, îí
ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìóìîì ïðîåêòèâíûõ ðàçìåðíîñòåé âñåõ A-ìîäóëåé è ñ ìàêñèìóìîì èíú-
åêòèâíûõ ðàçìåðíîñòåé âñåõ A-ìîäóëåé. Â ÷àñòíîñòè, âñå ìîäóëè íàä A ïðîåêòèâíû ⇔
âñå ìîäóëè íàä A èíúåêòèâíû.

Ïðèìåðû: ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîëÿ ðàâíà 0, ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êîëüöà Z
ðàâíà 1. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëþáîé èç äâóõ ñëåäóþùèõ çàäà÷.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü A � öåëîñòíîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ïîäìîäóëü
ñâîáîäíîãî A-ìîäóëÿ ñâîáîäåí.
Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êîëüöà A ðàâíà ìàêñèìóìó ïðîåê-
òèâíûõ ðàçìåðíîñòåé âñåõ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ A-ìîäóëåé. Óêàçàíèå: ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
Extn(M ′, N) = 0 äëÿ âñåõ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ M ′, ïîêàæèòå, ÷òî Extn(M,N) = 0 äëÿ
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ëþáîãî M . Äëÿ ýòîãî âîçüìèòå èíúåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó I• ìîäóëÿ N è ïîêàæèòå,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hom(M, In−1) → Hom(M, In) → Hom(M, In+1) òî÷íà. Äëÿ äàí-
íîãî f : M → Zn(I•) ðàññìîòðèòå ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü M0 â M , äëÿ êîòîðîãî f
ïîäíèìàåòñÿ äî M0 → In−1, è ïðîäîëæèòå f íà íåìíîãî áîëüøèé ïîäìîäóëü.

Âû÷èñëèì ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ. Îñíîâíîé èíñòðóìåíò çäåñü
� ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2. Ïóñòü A � êîëüöî, M � ìîäóëü íàä êîëüöîì A[x]. Òîãäà

pdA(M) 6 pdA[x](M) 6 pdA(M) + 1.

Ïðè ýòîì åñëè xM = 0, òî äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ñïðàâà, à åñëè M èíäóöèðîâàí ñ
A-ìîäóëÿ (ò.å. M èìååò âèä A[x]⊗A F äëÿ íåêîòîðîãî F ∈ A−Mod), òî ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A[x]-ìîäóëåé

(1) 0→ A[x]⊗A M
1⊗x−x⊗1−−−−−→ A[x]⊗A M →M → 0.

Îíà òî÷íà: äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíòû äâóõ ëåâûõ ìîäóëåé � ýòî ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåí-
òàìè â M , è òî÷íîñòü ìîæíî ïðîâåðèòü âðó÷íóþ. Ïî çàäà÷å 1, pdA[x](M) 6 pdA[x](A[x]⊗A
M)+1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè P• � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ M íàä A, òî A[x]⊗A P•
� ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ A[x]⊗AM íàä A[x]. Ïîýòîìó pdA[x](A[x]⊗AM) 6 pdA(M),
ýòî äîêàçûâàåò ïðàâîå íåðàâåíñòâî ëåììû. Ëåâîå ïî÷òè î÷åâèäíî: åñëè ó M åñòü ïðîåê-
òèâíàÿ ðåçîëüâåíòà íàä A[x] äëèíû n, òî îíà æå áóäåò ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòîé M è
íàä A òîé æå äëèíû.

Ïóñòü xM = 0, pdAM = n, à N � òàêîé A-ìîäóëü, ÷òî Extn(M,N) 6= 0. Òîãäà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (1) ïðèìåò âèä

0→ A[x]⊗A M
x−→ A[x]⊗A M →M → 0.

Â äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêòîðîâ ExtiA[x](−, N) áóäåò ôðàãìåíò

(2) ExtnA[x](A[x]⊗A M,N)
x−→ ExtnA[x](A[x]⊗A M,N)

δ−→ Extn+1
A[x](M,N)→ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ExtnA[x](A[x]⊗A M,N) ∼= ExtnA(M,N). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P• � ïðîåêòèâ-
íàÿ ðåçîëüâåíòà M êàê A-ìîäóëÿ, òîãäà A[x]⊗A P• � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà A[x]⊗AM
êàê A[x]-ìîäóëÿ. Èìååì ïî ñîïðÿæ¼ííîñòè

ExtnA(M,N) = Hn(HomA(P•, N)) = Hn(HomA[x](A[x]⊗A P•, N)) = ExtnA[x](A[x]⊗A M,N).

Òàêèì îáðàçîì, â (2) ëåâàÿ ñòðåëêà èçîìîðôíà

ExtnA(M,N)
x−→ ExtnA(M,N).

Çäåñü óìíîæåíèå íà x � íóëåâîå, ò.ê. óìíîæåíèå íà x àííóëèðóåò âòîðîé àðãóìåíò N .
Çíà÷èò, pdA[x](M) = pdA(M) + 1.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå îñòàâøååñÿ óòâåðæäåíèå ëåììû: åñëè ìîäóëü M èíäóöèðîâàí ñ
íåêîòîðîãî A-ìîäóëÿ, òî â íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ñëåâà.

Ñëåäñòâèå 3. Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü êîëüöà k[x1, . . . , xn], ãäå k � ïîëå, ðàâíà n.
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Ñëåäñòâèå 4. Ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü ìîäóëÿ k íàä êîëüöîì k[x1, . . . , xn], ãäå k � ïîëå,
ðàâíà n.

Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîé k[x1, . . . , xn]-ìîäóëü èìååò ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó äëèíû n.
Â êëàññè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè ýòî � ðåøåíèå ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà î ñèçèãèÿõ.

Èçó÷èì êîëüöà ìàëûõ ãëîáàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé. Ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé � ðàçìåð-
íîñòü 0. Òàêèå êîëüöà âîîáùå ìîæíî ÿâíî îïèñàòü.

Íàïîìíèì, ìîäóëü íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì èëè ïðîñòûì, åñëè ó íåãî íåò íåòðèâè-
àëüíûõ ïîäìîäóëåé. Ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè îí åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ïðî-
ñòûõ. Êîëüöî A ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëóïðîñòûì, åñëè ëþáîé A-ìîäóëü ïîëóïðîñò.

Ïðèìåðû: ïîëå � ïîëóïðîñòîå êîëüöî. Òåëî � ïîëóïðîñòîå êîëüöî. Àëãåáðà ìàòðèö íàä
ïîëåì ïîëóïðîñòà. Ãðóïïîâàÿ àëãåáðà C[G] êîíå÷íîé ãðóïïû ïîëóïðîñòà.
Çàäà÷à 5. a)Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìîäóëü è ôàêòîðìîäóëü ïîëóïðîñòîãî ìîäóëÿ ïîëóïðî-
ñòû. b)Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî A ïîëóïðîñòî ⇔ A ïîëóïðîñòî êàê ìîäóëü íàä ñîáîé.
c)Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôèçìà ïðîñòûõ ìîäóëåé íàä ïîëóïðîñòûì
êîëüöîì êîíå÷íî. Âåðíî ëè ýòî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîëóïðîñòîòå?

Ïðåäëîæåíèå 5. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• A èìååò ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü 0;

• A ïîëóïðîñòî;

• A èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êîëåö ìàòðèö íàä òåëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒ 2. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ïîäìîäóëü âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëà-
ãàåìûì. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ òî÷íàÿ òðîéêà ðàñùåïèìà, ò.ê. Ext1(M,N) = 0. Ïîêàæåì,
÷òî A ïîëóïðîñòî êàê A-ìîäóëü. Äåéñòâèòåëüíî, íà÷í¼ì ðàñêëàäûâàòü A â ïðÿìûå ñóì-
ìû ïîäìîäóëåé. Åñëè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íå ïîëó÷èòñÿ ïðÿìîé ñóììû ïðîñòûõ, òî
ïîëó÷èòñÿ ðàçëîæåíèå â ñ÷¼òíóþ ïðÿìóþ ñóììó A = ⊕i∈NMi. Ïóñòü ïðè ýòîì 1 ∈ ⊕ni=1Mi,
òîãäà A = A · 1 ⊂ A⊕ni=1 Mi = ⊕ni=1Mi � ïðîòèâîðå÷èå.

2⇒ 3. Ðàçëîæèì A â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòûõ ìîäóëåé (îíà áóäåò êîíå÷íîé), ñãðóïïè-
ðóåì èçîìîðôíûå: A ∼= ⊕S⊕ni

i . Ïîñ÷èòàåì êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ A êàê ëåâîãî ìîäóëÿ íàä
ñîáîé. Ïîëó÷èòñÿ EndA(A) =

∏
Matni

(EndA(Si)). Ïðè ýòîì Ti = EndA(Si) � òåëî, òàê êàê
ïî ëåììå Øóðà íåíóëåâûå ýíäîìîðôèçìû ïðîñòîãî ìîäóëÿ îáðàòèìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
EndA(A) = Aop. Ïîëó÷àåì A ∼= (

∏
Matni

(Ti))
op ∼=

∏
Matni

(T op
i ).

3 ⇒ 2. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îäíî êîëüöî Matn(T ) ìàòðèö íàä òåëîì ïîëóïðîñòî.
Äåéñòâèòåëüíî, êàê ëåâûé ìîäóëü Matn(T ) ∼= V ⊕n, ãäå V = T n � ñòàíäàðòíûé ïðîñòîé
ìîäóëü.

2 ⇒ 1. Ëþáîé ïðîñòîé A-ìîäóëü ïðîåêòèâåí êàê ïðÿìîå ñëàãàåìîå A. À çíà÷èò, âñå
A-ìîäóëè ïðîåêòèâíû êàê ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòûõ.

Çàäà÷à 6. Ñêîëüêî íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ ìîäóëåé ñóùåñòâóåò íàä êîëüöîì R×R×H×
Mat2(C)?

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê êîëüöàì ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè 1. Êîëüöà ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè
0 èëè 1 íàçûâàþòñÿ íàñëåäñòâåííûìè.

Ëåììà 6. Êîëüöî A íàñëåäñòâåííî ⇔ ëþáîé ïîäìîäóëü ïðîåêòèâíîãî ïðîåêòèâåí ⇔
ëþáîé ôàêòîðìîäóëü èíúåêòèâíîãî èíúåêòèâåí.
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Íà ïåðâîé ëåêöèè ìû âûÿñíèëè, ÷òî ëþáîé êîìïëåêñ íàä ïîëóïðîñòûì êîëüöîì êâà-
çèèçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå ñâîèõ êîãîìîëîãèé. Íà ñàìîì äåëå, ýòî âåðíî äëÿ êîìïëåêñîâ
ìîäóëåé íàä ëþáûì íàñëåäñòâåííûì êîëüöîì.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü K• � êîìïëåêñ íàä êîëüöîì ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè 6 1. Òî-
ãäà K• êâàçèèçîìîðôåí êîìïëåêñó ñ íóëåâûìè äèôôåðåíöèàëàìè.

Âíà÷àëå äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà 8. Ëþáîé êîìïëåêñ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé P • íàä íàñëåäñòâåííûì êîëüöîì èçî-
ìîðôåí ïðÿìîé ñóììå êîìïëåêñîâ âèäà

(3) . . . 0→ Ki di−→ Ki+1 → 0 . . . ,

ãäå di èíúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî n çàìåòèì, ÷òî îáðàç Bn+1 îòîáðàæåíèÿ dn : P n → P n+1

� ïðîåêòèâíûé ìîäóëü êàê ïîäìîäóëü ïðîåêòèâíîãî. Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó ïðîåêòèâíûõ
ìîäóëåé, dn ðàñùåïèì: ñóùåñòâóåò ïîäìîäóëü B′n+1 ⊂ P n, òàêîé ÷òî P n = Zn ⊕ B′n+1 è
dn|B′n+1 � èçîìîðôèçì. Î÷åâèäíî, B′n+1, Zn ïðîåêòèâíû è P • èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå
êîìïëåêñîâ B′n+1 → Zn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 7. Îíî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîìïëåêñ âèäà (3) êâàçèèçî-
ìîðôåí ñâîèì êîãîìîëîãèÿì è òîãî, ÷òî ëþáîé êîìïëåêñ K• êâàçèèçîìîðôåí êîìïëåêñó ñ
ïðîåêòèâíûìè ÷ëåíàìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî íóæíî ïîñòðîèòü ñîãëàñîâàííûå
ïðîåêòèâíûå ðåçîëüâåíòû êàæäîãî Ki. À èìåííî, ïîñòðîèòü áèêîìïëåêñ P••, ó êîòîðîãî
i-é ñòîëáåö � ðåçîëüâåíòà Ki. Çàòåì íóæíî âçÿòü ñâ¼ðòêó ýòîãî áèêîìïëåêñà. Åñëè K•
îãðàíè÷åí ñïðàâà, òî ñâ¼ðòêà áèêîìïëåêñà áóäåò êâàçèèçîìîðôíà K•, ýòî ìû äîêàçûâàëè
â ëåêöèè ïðî Tor-û. Òî æå ñàìîå âåðíî è åñëè A èìååò êîíå÷íóþ ãëîáàëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü, ò.ê. òîãäà áèêîìïëåêñ áóäåò îãðàíè÷åí ñâåðõó è ñíèçó. Äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
ëþáîé êîìïëåêñ êâàçèèçîìîðôåí êîìïëåêñó ñ ïðîåêòèâíûìè ÷ëåíàìè, â îáùåì ñëó÷àå
ìû ñåé÷àñ íå ïðèâîäèì.

Çàäà÷à 7.Ïîñòðîéòå êâàçèèçîìîðôèçì èç êîìïëåêñà ñ ïðîåêòèâíûìè ÷ëåíàìè â êîìïëåêñ

. . . k[x]/(x3)
x2−→ k[x]/(x3)

x2−→ k[x]/(x3)
x2−→ . . . íàä êîëüöîì k[x].

Çàäà÷à 8 (ôîðìóëû óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ). Ïóñòü K• � êîìïëåêñ ïðîåê-
òèâíûõ ìîäóëåé íàä íàñëåäñòâåííûì êîëüöîì, L � åù¼ îäèí ìîäóëü. a)Òîãäà

Hn(Hom(K•, L)) = Hom(Hn(K•), L)⊕ Ext1(Hn−1(K•), L).

b)Ïîëó÷èòå àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ L⊗K•.

c)Êàê âû÷èñëèòü ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿX ñ êîýôôèöèåíòàìè â àáåëåâîé
ãðóïïå M , åñëè èçâåñòíû Hi(X,Z)?

Åñòü è äðóãèå, íåãîìîëîãè÷åñêèå ñïîñîáû îïðåäåëÿòü ðàçìåðíîñòü êîëüöà. Â äàëüíåé-
øåì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëüöî êîììóòàòèâíî è í¼òåðîâî.

Íàïðèìåð ó Àòüè-Ìàêäîíàëüäà äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ îïðåäåëå-
íèé ðàçìåðíîñòè êîììóòàòèâíîãî í¼òåðîâà ëîêàëüíîãî êîëüöà A ñ ìàêñèìàëüíûì èäåà-
ëîì p:

1. dimA � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà n öåïî÷êè p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pn ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
èäåàëîâ â A (ýòî íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ Êðóëëÿ Krdim A è èìååò ñìûñë íå òîëüêî
äëÿ ëîêàëüíûõ êîëåö).
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2. dimA � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (t) = dimA/p(p
t/pt+1) ïëþñ 1.

3. dimA � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ êàêîãî-ëèáî p-ïðèìàðíîãî èäåàëà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè êîëüöà, êîòîðîå íå îáÿçàòåëüíî ëîêàëüíî, åñòåñòâåííî âçÿòü
ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé åãî ëîêàëüíûõ êîëåö. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè
ïî Êðóëëþ ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì. Âåðíî ýòî è äëÿ ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè:
Çàäà÷à 9. Ïóñòü A � í¼òåðîâî êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Òîãäà gldim(A) = maxp gldim(Ap),
ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî ïðîñòûì èäåàëàì p ⊂ A.

Ñâÿçü ìåæäó ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ êîëüöà è ðàçìåðíîñòüþ Êðóëëÿ îïèñûâàåòñÿ
çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìîé Ñåððà:

Òåîðåìà 9. Ïóñòü A � ëîêàëüíîå í¼òåðîâî êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Òîãäà:

1. åñëè A ðåãóëÿðíî, òî gldimA = Krdim A <∞,

2. åñëè A íå ðåãóëÿðíî, òî gldimA =∞.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé òåîðåìû òàêîé: ãëàäêîñòü òî÷êè íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíî-
ãîîáðàçèè ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîñòè ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè ëîêàëüíîãî êîëüöà â ýòîé
òî÷êå.

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü A = k[X] � êîëüöî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà àôôèííîì àëãåáðàè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè X íàä ïîëåì k. Åñëè X íåîñîáî, òî gldimA = dimA = dimX. Åñëè X
îñîáî, òî gldimA =∞.
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