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Êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà è êîãîìîëîãèè ãðóïï

Ñåãîäíÿ ìû îïðåäåëèì ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà è ãîìîëîãèè è êîãîìîëî-
ãèè ãðóïï è âûÿñíèì, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî äåëàòü.

Êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä êîëüöîì k (ò.å., k ëåæèò â öåí-
òðå A), ñâîáîäíàÿ êàê k-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð èç A⊗k A

op-ìîäóëåé â k−mod:

M 7→ {m | ∀a am = ma}.

Îí òî÷åí ñëåâà, åãî ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè Õîõøèëü-
äà àëãåáðû (ñ êîýôôèöèåíòàìè â ìîäóëå) è îáîçíà÷àþòñÿ HH i(A,−). ×òîáû èõ âû÷èñ-
ëÿòü, çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ôóíêòîð � ýòî íà ñàìîì äåëå HomA⊗Aop(A,−), à ïðîèçâîä-
íûå îò íåãî ôóíêòîðû � ExtiA⊗Aop(A,−). Ïðè èõ âû÷èñëåíèè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ Bar-
ðåçîëüâåíòîé � ñâîáîäíîé ðåçîëüâåíòîé A êàê A⊗ Aop-ìîäóëÿ:

Kn = A⊗n+2, dn(a0 ⊗ . . .⊗ an+1) =
n∑

i=0

(−1)ia0 ⊗ . . .⊗ aiai+1 ⊗ . . .⊗ an+1.

Çàìåòèì, ÷òî HomA⊗Aop(A⊗n+2,M) = Homk(A
⊗n,M). Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì êîìïëåêñ,

âû÷èñëÿþùèé HH i(A,M):

(1) Kn = Homk(A
⊗n,M),

(dnf)(a1 ⊗ . . .⊗ an+1) = a1f(a2 ⊗ . . .⊗ an+1) +
n∑

i=1

(−1)if(a1 ⊗ . . .⊗ aiai+1 ⊗ . . .⊗ an+1)+

+ (−1)n+1f(a1 ⊗ . . .⊗ an)an+1.

Çàäà÷à 1. a)Ïðîâåðüòå ïðèâåä¼ííóþ ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà.

b)×òî òàêîå HH0(A,A)?

c)Ïðîâåðüòå, ÷òî 1-êîöèêëû è 1-êîãðàíèöû â (1) � ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A → M è
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âèäà a 7→ am−ma ñîîòâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà A � êîëüöî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X, ïîëó÷àåì,
÷òî HH1(A,A) � äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A ñî çíà÷åíèÿìè â A, ò.å., âåêòîðíûå ïîëÿ íà X.

C ïîìîùüþ êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà îïèñûâàþòñÿ äåôîðìàöèè àëãåáð. Äàäèì ñíà÷àëà
áîëåå íàãëÿäíîå îïðåäåëåíèå â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå. Ïóñòü A � R-àëãåáðà (àññîöèàòèâíàÿ,
ñ åäèíèöåé), à x0 ∈ X � òî÷êà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè. Äåôîðìàöèåé àëãåáðû A c
áàçîé X áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíîå ðàññëîåíèå B íà X, íà êàæäîì ñëîå êîòîðîãî ââåäåíà
ñòðóêòóðà àëãåáðû, ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè, è ôèêñèðîâàí èçîìîðôèçì Bx0

∼= A. Íà
ÿçûêå àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè îïðåäåëåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü R ⊃ I
� ìàêñèìàëüíûé èäåàë â êîììóòàòèâíîì êîëüöå íàä k ñ ïîëåì âû÷åòîâ k. Äåôîðìàöèåé
àëãåáðû A íàä ïîëåì k ñ áàçîé SpecR íàçûâàåòñÿ àëãåáðà B íàä êîëüöîì R, ëîêàëüíî
ñâîáîäíàÿ êàê R-ìîäóëü, âìåñòå ñ èçîìîðôèçìîì B ⊗R k ∼= A.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì èíôèíèòåçèìàëüíûõ äåôîðìàöèé: òî åñòü, íàä
áàçîé Spec k〈ε〉, ãäå k〈ε〉 = k[ε]/ε2 � êîëüöî äóàëüíûõ ÷èñåë. Â ýòîì ñëó÷àå äåôîðìàöèÿ
� ýòî k〈ε〉-àëãåáðà, èçîìîðôíàÿ A〈ε〉 êàê k〈ε〉-ìîäóëü è òàêàÿ, ÷òî óìíîæåíèå ∗ â íåé
ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì · ïî ìîäóëþ ε. Óìíîæåíèå â òàêîé àëãåáðå îäíîçíà÷íî
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

a ∗ b = a · b+ f(a⊗ b)ε,
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ãäå f : A ⊗ A → A � ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé. Òàêóþ äåôîðàìöèþ ìû îáîçíà÷èì Bf . Èçî-
ìîðôèçìîì äåôîðìàöèé íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì φ : Bf1 → Bf2 àëãåáð íàä k〈ε〉 òàêîé, ÷òî
φ = id (mod ε). Ëþáîé òàêîé èçîìîðôèçì èìååò âèä φg(a) = a + g(a)ε, ãäå g : A → A �
k-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
Çàäà÷à 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî

a)Óìíîæåíèå ∗ àññîöèàòèâíî ⇔ f � 2-êîöèêë â êîìïëåêñå (1) äëÿ M = A.

b)φg åñòü èçîìîðôèçì Bf1 → Bf2 ⇔ f1 − f2 = d(g). Ñëåäîâàòåëüíî, Bf1
∼= Bf2 ⇔ êëàññû

f1 è f2 â HH
2(A,A) ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, àññîöèàòèâíûå äåôîðìàöèè àëãåáðû A

îïèñûâàþòñÿ ãðóïïîé HH2(A,A).
Çàäà÷à 3.Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ëþáîé äåôîðìàöèèBf èçîìîðôíà Z

1
HH(A,A)

� 1-êîöèêëàì â êîìïëåêñå (1) äëÿ M = A.
Ãîìîëîãèè Õîõøèëüäà. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó A � àëãåáðà íàä êîììóòàòèâíûì êîëü-

öîì k, ñâîáîäíàÿ êàê k-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð èç A⊗k A
op−mod â k−mod:

M 7→M/(am−ma)m∈M,a∈A.

Çäåñü (am−ma)m∈M,a∈A îáîçíà÷àåò k-ïîäìîäóëü, ïîðîæä¼ííûé âñåìè ýëåìåíòàìè óêàçàí-
íîãî âèäà. Ýòîò ôóíêòîð òî÷åí ñïðàâà, åãî ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ ãî-
ìîëîãèÿìè Õîõøèëüäà àëãåáðû (ñ êîýôôèöèåíòàìè â ìîäóëå) è îáîçíà÷àþòñÿHHi(A,M).
Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî îïèñàííûé ôóíêòîð � ýòî íà ñàìîì äåëå òåí-
çîðíîå óìíîæåíèå íàä A⊗kA

op íà áèìîäóëü A. Ïîýòîìó èñêîìûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû
ñóòü TorA⊗kA

op

i (A,M), è äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü Bar-ðåçîëüâåíòó. Âûïè-
øåì ÿâíî êîìïëåêñ, âû÷èñëÿþùèé ãîìîëîãèè Õîõøèëüäà ïðè ïîìîùè Bar-ðåçîëüâåíòû.
Èìååì

(2) Kn = A⊗n ⊗M,

dn(a1⊗. . .⊗an⊗m) = a2⊗. . .⊗an⊗ma1+
n−1∑
i=1

(−1)ia1⊗. . .⊗aiai+1⊗. . .⊗an⊗m+(−1)na1⊗. . .⊗anm.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A ãðóïïàHH1(A,A) èçîìîðôíà ìîäóëþ
Ω(A) äèôôåðåíöèàëîâ êîëüöà A. Íóæíûé êóñîê êîìïëåêñà Õîõøèëüäà èìååò âèä

A⊗ A⊗M d2−→ A⊗M d1−→M,

ãäå M = A, d2(a1 ⊗ a2 ⊗m) = a2 ⊗ma1 − a1a2 ⊗m + a1 ⊗ a2m, d1(a ⊗m) = ma − am = 0.
Çàìåòèì, ÷òî êîìïëåêñ Õîõøèëüäà � êîìïëåêñ A-ìîäóëåé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà
ñàìûé ïðàâûé òåíçîðíûé ñîìíîæèòåëü. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì A-ìîäóëåé f : A⊗M →
Ω(A): f(a ⊗ m) = m · da. Îí ñþðúåêòèâåí, òàê êàê Ω(A) ïîðîæä¼í ýëåìåíòàìè âèäà da.
Ïðè ýòîì im d2 ïåðåõîäèò â òî÷íîñòè â ýëåìåíòû âèäà m(a1 · da2 + a2 · d(a1)− d(a1a2)), ò.å.
â îïðåäåëÿþùèå ìîäóëü äèôôåðåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèÿ. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì èçîìîðôèçìû
Ω(A) ∼= (A⊗M)/ im d2 ∼= HH1(A,A).

Àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå èìååòñÿ è ó ñòàðøèõ ãîìîëîãèé Õîõøèëüäà:

Òåîðåìà 1 (Õîõøèëüä � Êîñòàíò � Ðîçåíáåðã). Ïóñòü A � êîëüöî ðåãóëÿðíûõ ôóíê-
öèé íà ãëàäêîì àôôèííîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X. Òîãäà èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû
HHi(A,A) ∼= Ωi(X) ãîìîëîãèé Õîõøèëüäà ñ ìîäóëÿìè ñòàðøèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
íà X.
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Êîãîìîëîãèè ãðóïï.ÏóñòüG � ãðóïïà, ïîäG-ìîäóëåì ìû áóäåì èìåòü â âèäó ìîäóëü
íàä Z[G], ò.å. àáåëåâó ãðóïïó ñ äåéñòâèåì G. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð èíâàðèàíòîâ èç G-
ìîäóëåé â Ab:

M 7→MG = {m | ∀g gm = m}.

Îí òî÷åí ñëåâà, åãî ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè ãðóïïû (ñ
êîýôôèöèåíòàìè â ìîäóëå) è îáîçíà÷àþòñÿ H i(G,−).

Ðàññìîòðèì ôóíêòîð êîèíâàðèàíòîâ èç êàòåãîðèè G-ìîäóëåé â Ab:

M 7→MG = M/(gm−m)g∈G,m∈M .

Îí òî÷åí ñïðàâà, åãî ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû íàçûâàþòñÿ ãîìîëîãèÿìè ãðóïïû (ñ
êîýôôèöèåíòàìè â ìîäóëå) è îáîçíà÷àþòñÿ Hi(G,M).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî MG = HomG(Z,M), ãäå Z îáîçíà÷àåò òðèâè-
àëüíûé ëåâûé G-ìîäóëü, ïîýòîìó H i(G,M) = ExtiZ[G](Z,M). Àíàëîãè÷íî,MG = Z⊗Z[G]M ,

ãäå Z îáîçíà÷àåò òðèâèàëüíûé ïðàâûé Z[G]-ìîäóëü. Ïîýòîìó Hi(G,M) = Tor
Z[G]
i (Z,M).

Ñâîáîäíóþ Z[G]-ðåçîëüâåíòó ëåâîãî ìîäóëÿ Z ìîæíî ïîëó÷èòü, äîìíîæàÿ òåíçîðíî
Bar-ðåçîëüâåíòó äëÿ Z[G] íàä Z[G] ñïðàâà íà Z. Òàê êàê Bar-ðåçîëüâåíòà (ñ -1-ì ÷ëåíîì)
ñîñòîèò èç ñâîáîäíûõ ïðàâûõ Z[G]-ìîäóëåé, òåíçîðíîå óìíîæåíèå ñîõðàíèò òî÷íîñòü è
ïîëó÷èòñÿ ðåçîëüâåíòà:

(3) Kn = Z[G]⊗n+1, dn(g0⊗. . .⊗gn) =
n−1∑
i=0

(−1)ig0⊗. . .⊗gigi+1⊗. . .⊗gn+(−1)ng0⊗. . .⊗gn−1.

Ïðèìåíÿÿ ê íåé HomG(−,M), ïîëó÷èì êîìïëåêñ, âû÷èñëÿþùèé H i(G,M):

Kn = HomG(Z[G]⊗n+1,M) = HomSets(G
×n,M),

(dnf)(g1, . . . , gn+1) = g1f(g2, . . . , gn+1) +
n∑

i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)+

+ (−1)n+1f(g1, . . . , gn).

Åãî êîöèêëû/êîãðàíèöû íàçûâàþò êîöèêëàìè/êîãðàíèöàìè G ñ êîýôôèöèåíòàìè â
M . Âûïèñàâ ÿâíî íà÷àëî ýòîãî êîìïëåêñà, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî 1-êîöèêëû G ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â M � ýòî ôóíêöèè f : G→M , äëÿ êîòîðûõ

f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1),

à 1-êîãðàíèöû � ôóíêöèè fm ñëåäóþùåãî âèäà: fm(g) = gm−m. Â ñëó÷àå ìîäóëÿM ñ òðè-
âèàëüíûì äåéñòâèåì ïîëó÷àåì, ÷òî H1(G,M) � ýòî ãîìîìîðôèçìû ãðóïï HomG∇√(G,M).

Çàäà÷à 5. a)Ïîñòðîéòå ñâîáîäíóþ ðåçîëüâåíòó ïðàâîãî Z[G]-ìîäóëÿ Z. b) Âûïèøèòå
ÿâíî êîìïëåêñ, âû÷èñëÿþùèé ãîìîëîãèè G ñ êîýôôèöèåíòàìè â M .

Îäíàêî äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé ïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñîì Õîõøèëüäà íå î÷åíü
óäîáíî � îí ñëèøêîì âåëèê. ×àñòî ìîæíî ïîñòðîèòü âïîëíå ðó÷íûå ðåçîëüâåíòû Z êàê
Z[G]-ìîäóëÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòîì g ïîðÿä-
êà n. Îáîçíà÷èì s =

∑n−1
i=0 g

i.
Çàäà÷à 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî êîìïëåêñ

. . .Z[G]
s−→ Z[G]

1−g−−→ Z[G]
s−→ Z[G]

1−g−−→ Z[G]
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ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé Z[G]-ðåçîëüâåíòîé ìîäóëÿ Z. Ïðèìåíÿÿ HomZ[G](−,M) ê ýòîìó êîì-
ïëåêñó, ïîëó÷àåì êîìïëåêñ, âû÷èñëÿþùèé êîãîìîëîãèè G ñ êîýôôèöèåíòàìè â M :

M
1−g−−→M

s−→M
1−g−−→M

s−→M
1−g−−→M

s−→M → . . .

Âèäíî, ÷òî

• H0(G,M) = MG,

• H i(G,M) = H1(G,M) ïðè íå÷¼òíûõ i,

• H i(G,M) = H2(G,M) ïðè ÷¼òíûõ i > 2.

Åñëè ïðè ýòîì äåéñòâèå G íà M òðèâèàëüíî, ïîëó÷àåì

• H0(G,M) = M ,

• H i(G,M) = {m | nm = 0} ⊂M ïðè íå÷¼òíûõ i,

• H i(G,M) = M/nM ïðè ÷¼òíûõ i > 2.

Òàêæå êîìïàêòíûå ðåçîëüâåíòû Z íàä Z[G] ìîæíî ïîëó÷àòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé
òîïîëîãè÷åñêîé êîíñòðóêöèè.

Ïóñòü X � êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G, ïðè ýòîì äåéñòâèå ñîãëàñî-
âàíî ñ êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì è ñâîáîäíî íà êëåòêàõ êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî X àöèêëè÷íî: H0(X,Z) = Z, Hi(X,Z) = 0 ïðè i > 0. Òîãäà êîìïëåêñ öåïåé C•(X,Z)
áóäåò êîìïëåêñîì ñâîáîäíûõ Z[G]-ìîäóëåé, è ïðè ýòîì áóäåò ðåçîëüâåíòîé äëÿ Z.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü Y � ñâÿçíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, îäíîñâÿçíàÿ íàêðûâàþùàÿ êîòîðî-
ãî àöèêëè÷íà, è ïóñòü G = π1(Y ). ÏóñòüM � àáåëåâà ãðóïïà ñ òðèâèàëüíûì G-äåéñòâèåì.
Òîãäà H i(G,M) = H i(Y,M), Hi(G,M) = Hi(Y,M). Òàêîå Y íàçûâàåòñÿ êëàññèôèöèðóþ-
ùèì ïðîñòðàíñòâîì ãðóïïû G.
Çàäà÷à 8. Âû÷èñëèòå H i(G,Z) äëÿ G = Zn, äëÿ G � ñâîáîäíîé ãðóïïû.

Ïðè ïîìîùè 2-êîãîìîëîãèé ãðóïïû óäîáíî îïèñûâàòü å¼ ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû,
îãðàíè÷èìñÿ ðàñøèðåíèÿìè âèäà 1→ A→ G′

p−→ G→ 1, ãäå A � àáåëåâà ãðóïïà. Òàê êàê
A íîðìàëüíà, ñ òàêèì ðàñøèðåíèåì ñâÿçàíî äåéñòâèå G′ íà A: g(a) = gag−1. Ïðè ýòîì
ñàìà A äåéñòâóåò òðèâèàëüíî, ýòî ïðåâðàùàåò A â G-ìîäóëü. Ïðåäïîëîæèì, ó ðàñøèðå-
íèÿ ñóùåñòâóåò ðàñùåïëåíèå, ò.å. òàêîé ãîìîìîðôèçì s : G → G′, ÷òî ps = 1G. Â òàêîì
ñëó÷àå G′ ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íî ïî A,G è äåéñòâèþ G íà A è íàçûâàåòñÿ ïîëóïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì.

Êàê îïèñàòü âñå ðàñùåïëåíèÿ ôèêñèðîâàííîãî ðàñøèðåíèÿ? Îíè èìåþò âèä îòîáðà-
æåíèé s′ : g 7→ β(g)s(g), ãäå β(g1g2) = β(g1) · g1(β(g2)), ò.å. ñîîòâåòñòâóþò 1-êîöèêëàì G ñî
çíà÷åíèÿìè â A.

Òåïåðü èçó÷èì ïðåïÿòñòâèÿ ê ðàñùåïëåíèþ ðàñøèðåíèÿ. Ðàññìîòðèì ðàñùåïëåíèå
s : G→ G′ îòîáðàæåíèÿ p íà óðîâíå ìíîæåñòâ. Ïîëîæèì α(g1, g2) = s(g1g2)s(g2)

−1s(g1)
−1.

Òàê êàê p(α) = 1, òî α ∈ A. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî α(g1, g2g3) · g1(α(g2, g3)) = α(g1g2, g3) ·
α(g1, g2), ò.å. α � 2-êîöèêë G ñî çíà÷åíèÿìè â A. Ïðè ýòîì åñëè çàìåíèòü s íà s′ : s′(g) =
β(g)s(g), ãäå β(g) ∈ A, òî α çàìåíèòñÿ íà α′ : α′(g1, g2) = α(g1, g2) · β(g1g2) · g1(β(g2))

−1 ·
β(g2)

−1, ò.å. èçìåíèòñÿ íà 2-êîãðàíèöó. Òàêèì îáðàçîì, âòîðûå êîãîìîëîãèè G ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â A êëàññèôèöèðóþò ðàñøèðåíèÿ G ïðè ïîìîùè A.
Çàäà÷à 9. Ïðîâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì êàê ýòî ðàáîòàåò íà ïðèìåðå. Ïóñòü A = Z/nZ, G = Z/2Z. Â òàêîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò äâà äåéñòâèÿ G íà A: òðèâèàëüíîå è èíâîëþöèÿ a 7→ −a. Ýòî ñîîòâåòñòâó-
åò äâóì ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì: Z/nZ × Z/2Z è ãðóïïå äâèæåíèé n-óãîëüíèêà Dn.
Êîãîìîëîãè÷åñêèå êîìïëåêñû Õîõøèëüäà, ñ÷èòàþùèå êîãîìîëîãèè, äëÿ ýòèõ äåéñòâèé
âûãëÿäÿò òàê:

A
0−→ A

2−→ A
0−→ A→ . . . A

2−→ A
0−→ A

2−→ A→ . . .

Îïèøåì ðàñùåïëåíèÿ ïîëóïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé, îíè ñîîòâåòñòâóþò 1-êîöèêëàì. Â ñëó-
÷àå òðèâèàëüíîãî äåéñòâèÿ è íå÷¼òíîãî n èìååì Z1(G,A) = 0, ò.å. ðàñùåïëåíèå åäèíñòâåí-
íî. Â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî äåéñòâèÿ è ÷¼òíîãî n èìååì Z1(G,A) = Z/2Z, ò.å. ñóùåñòâóåò
îäíî íåòðèâèàëüíîå ðàñùåïëåíèå. Îíî çàäà¼òñÿ ýëåìåíòîì (n/2, 1) ∈ Z/nZ × Z/2Z = G′.
Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíîå äåéñòâèå G íà A, ò.å. ðàñùåïëåíèÿ ãðóïïû äèýäðà. Èìååì
Z1(G,A) = A = Z/nZ, çíà÷èò åñòü n ðàñùåïëåíèé. Îíè ñîîòâåòñòâóþò îñåâûì ñèììåòðè-
ÿì, ñîõðàíÿþùèì n-óãîëüíèê.

Òåïåðü èçó÷èì ðàñøèðåíèÿ âîîáùå, îíè îïèñûâàþòñÿ âòîðûìè êîãîìîëîãèÿìè. Â ñëó-
÷àå òðèâèàëüíîãî äåéñòâèÿ èìååì H2(G,A) = A/2A. Åñëè n ÷¼òíî, òî H2(G,A) = Z/2Z,
è åñòü îäíî íåðàñùåïèìîå ðàñøèðåíèå 0 → Z/nZ → Z/2nZ → Z/2Z. Åñëè n íå÷¼òíî, òî
H2(G,A) = 0 è íåðàñùåïèìûõ ðàñøèðåíèé íåò. Â ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîãî äåéñòâèÿ èìååì
H2(G,A) = {a | 2a = 0} ⊂ A. Åñëè n ÷¼òíî, òî H2(G,A) = Z/2Z, è åñòü îäíî íåðàñùåïèìîå
ðàñøèðåíèå. À èìåííî, ðàññìîòðèì ãðóïïó

G′ =

〈
x =

(
ξ 0
0 ξ−1

)
, y =

(
0 i
i 0

)〉
⊂ SL2(C),

ãäå ξ � êîðåíü ñòåïåíè n èç 1. Â íåé åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà n, ïîðîæä¼í-
íàÿ x, à ôàêòîðãðóïïà ïî íåé èçîìîðôíà Z/2Z. Åñëè æå n íå÷¼òíî, òî H2(G,A) = 0 è
íåðàñùåïèìûõ ðàñøèðåíèé îïÿòü íåò.
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