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Ôóíêòîðû Tor è ïëîñêèå ìîäóëè.

Ñåãîäíÿ ìû ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ � ôóíêòîðû Tor.
Ôóíêòîð Tor � ýòî ïðîèçâîäíûé îò ôóíêòîðà òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ. Òåíçîðíîå óìíî-

æåíèå íàä êîëüöîì A � ýòî êîâàðèàíòíûé ïî äâóì àðãóìåíòàì ôóíêòîð
(mod−A) × (A−mod) → Ab, òî÷íûé ñïðàâà ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ. Ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð ïî ïåðâîìó èëè ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. ×óòü ïîçæå ìû ïðîâå-
ðèì, ÷òî ïîëó÷àòñÿ èçîìîðôíûå áèôóíêòîðû. Îíè îáîçíà÷àþòñÿ TorAi (M,N). Åñëè êîëü-
öî A êîììóòàòèâíî, òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòèâíî, à çíà÷èò, è TorAi (M,N) =
TorAi (N,M) (èçîìîðôèçì áèôóíêòîðîâ).

Ïðèìåð. Ïîñ÷èòàåì TorZi (Z/nZ, N). Óìíîæèì ðåçîëüâåíòó Z n−→ Z ìîäóëÿ Z/nZ íà N ,
ïîëó÷èì N

n−→ N . Âû÷èñëÿÿ êîãîìîëîãèè, ïîëó÷àåì: Tor0(Z/nZ, N) = Z/nZ⊗N = N/nN ,
Tor1(Z/nZ, N) = {x | nx = 0} ⊂ N .

Íàçâàíèå Tor îçíà÷àåò torsion � êðó÷åíèå. Äåéñòâèòåëüíî, Tor ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü
êðó÷åíèå â ìîäóëÿõ. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå öåëîñòíîå êîëüöî, M � A-ìîäóëü, a ∈ A
� ýëåìåíò. a-êðó÷åíèåì â M íàçûâàåòñÿ ïîäìîäóëü Torsa(M) = {m | ∃n ∈ N anm = 0} ⊂
M . Êðó÷åíèåì M íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå Tors(M) = ∪a6=0 Torsa(M) (ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî
ïîäìîäóëü). Ðàññìîòðèì ëîêàëèçàöèþ A[a−1] è òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ A→ A[a−1]→ A[a−1]/A→ 0.

Óìíîæàÿ å¼ òåíçîðíî íà ïðîèçâîëüíûé ìîäóëü M , ïîëó÷èì äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Tor'îâ:

. . .Tor1(A[a−1],M)→ Tor1(A[a−1]/A,M)→ A⊗A M → A[a−1]⊗A M . . .

Â íåé Tor1(A[a−1],M) = 0 ò.ê. òåíçîðíîå óìíîæåíèå íà A[a−1] åñòü ëîêàëèçàöèÿ ïî a è
ïîòîìó � òî÷íûé ôóíêòîð. Ïîýòîìó èìååì

Tor1(A[a−1]/A,M) = ker(M →M [a−1]) = Torsa(M).

Çàäà÷à 1. Ïîëó÷èòå àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ Tors(M).
Çàäà÷à 2. Ïîñ÷èòàéòå TorAi (k, k), ãäå A = k[x1, . . . , xn] = k[V ], à k � òðèâèàëüíûé ìîäóëü.
Çàäà÷à 3. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî Tori êîììóòèðóþò ñ ïðÿìûìè ñóììàìè.

b)Âåðíî ëè ýòî äëÿ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé?

Ïðàâûé ìîäóëüM íàä A íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè ôóíêòîðM⊗A− òî÷åí, àíàëîãè÷íî
äëÿ ëåâîãî ìîäóëÿ (â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîãî êîëüöà, åñòåñòâåííî, ðàçíèöû íåò).

Ïðèìåðû:

• Ëþáîé ñâîáîäíûé ìîäóëü ïëîñêèé.

• Ïëîñêîñòü ïðÿìîé ñóììû ⊕αPα ðàâíîñèëüíà ïëîñêîñòè êàæäîãî Pα.

• Ëþáîé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ïëîñêèé (êàê ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñâîáîäíîãî).

• Ïîëå ÷àñòíûõ êîììóòàòèâíîãî öåëîñòíîãî êîëüöà A � ïëîñêèé A-ìîäóëü.

• Âîîáùå, ëîêàëèçàöèÿ AS êîëüöà A ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìå S � ïëîñêèé A-
ìîäóëü (ò.ê. ôóíêòîð ëîêàëèçàöèè òî÷åí).
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Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà ìîäóëü M íàä A:

1. M ïëîñêèé;

2. Tor1(N,M) = 0 ïðè âñåõ i > 0 è N ;

3. Tor1(A/I,M) = 0 äëÿ ëþáîãî ïðàâîãî èäåàëà I ⊂ A;

4. åñëè 0→ N ′ → N � âëîæåíèå, òî 0→ N ′ ⊗M → N ⊗M � âëîæåíèå;

5. äëÿ ëþáîãî ïðàâîãî èäåàëà I ⊂ A ãîìîìîðôèçì I ⊗M →M èíúåêòèâåí.

Çàìåòèì, ÷òî Q � ïðèìåð ïëîñêîãî íå ïðîåêòèâíîãî Z-ìîäóëÿ. Åñëè æå ãîâîðèòü î
êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ìîäóëÿõ íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì, òî ïëîñêèå ìîäóëè âåñüìà
áëèçêè ê ïðîåêòèâíûì. È òå, è äðóãèå õîðîøî îïèñûâàþòñÿ â ëîêàëüíûõ òåðìèíàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïëîñêîñòü � ýòî ëîêàëüíîå ñâîéñòâî.

Ëåììà 1. Ìîäóëü M íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì A ïëîñêèé ⇔ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
èäåàëà p ⊂ A ìîäóëü Mp � ïëîñêèé íàä Ap.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ⇒. Ôóíêòîð Mp ⊗Ap − íà êàòåãîðèè Ap-ìîäóëåé èçîìîðôåí
(M⊗A−)p, ñëåäîâàòåëüíî òî÷åí êàê êîìïîçèöèÿ òî÷íûõ ôóíêòîðîâM⊗A− è ëîêàëèçàöèè.
Äîêàæåì ⇐. Ïóñòü 0 → K → L � âëîæåíèå, Z = ker(M ⊗ K → M ⊗ L). Òîãäà Zp =
ker(Mp ⊗ Kp → Mp ⊗ Lp) = 0 äëÿ âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ p. Íî åñëè Z 6= 0, òî äëÿ z 6= 0
ñóùåñòâóåò p òàêîé, ÷òî Ann(z) ⊂ p. Çíà÷èò, Zp 6= 0, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðîåêòèâíîñòü ìîäóëÿ íàä êîëüöîì òîæå ìîæíî ïðîâåðÿòü ëîêàëüíî.

Ëåììà 2. Êîíå÷íî ïðåäñòàâèìûé ìîäóëü P íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì A ïðîåêòèâåí
⇔ ìîäóëü Pp ïðîåêòèâåí íàä Ap äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A êîììóòàòèâíî, òî ôóíêòîð HomA(P,−) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â
êàòåãîðèè A-ìîäóëåé, à íå ïðîñòî àáåëåâûõ ãðóïï, ýòèì ìû è âîñïîëüçóåìñÿ.

Ñëåäñòâèå ⇒ î÷åâèäíî, äîêàæåì ⇐. Êàê ìû âèäåëè âûøå, òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè 0 → Hom(P,M) → Hom(P,L) → Hom(P,K) → 0 ñëåäóåò èç òî÷íîñòè å¼ ëîêàëè-
çàöèè 0 → Hom(P,M)p → Hom(P,L)p → Hom(P,K)p → 0 ïî ëþáîìó ïðîñòîìó èäåàëó p.
Çàìåíÿÿ HomA(P,−)p íà HomAp(Pp,−p) ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé çàäà÷è, ïîëó÷àåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü 0→ HomAp(Pp,Mp)→ HomAp(Pp, Lp)→ HomAp(Pp, Kp)→ 0, òî÷íóþ â ñèëó
ïðîåêòèâíîñòè âñåõ Pp.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü A è B � êîììóòàòèâíûå êîëüöà, B ïëîñêî íàä A, M � êîíå÷íî ïðåäñòà-
âèìûé A-ìîäóëü, N � åù¼ îäèí A-ìîäóëü. Òîãäà åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

B ⊗ HomA(M,N)→ HomB(B ⊗A M,B ⊗A N)

� èçîìîðôèçì.
À äëÿ ëîêàëüíûõ êîëåö âîîáùå âñ¼ óñòðîåíî ïðîñòî.

2



10.03.2016
Ëåêöèÿ 5

Ëåììà 3. Ïóñòü A � í¼òåðîâî ëîêàëüíîå êîëüöî, k � åãî ïîëå âû÷åòîâ. Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ íà êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ìîäóëü M ýêâèâàëåíòíû:

1. M ñâîáîäíûé;

2. M ïðîåêòèâíûé;

3. M ïëîñêèé;

4. Tor1(M, k) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒ 2⇒ 3⇒ 4 î÷åâèäíî. Äîêàæåì 4⇒ 1. Ïóñòü p ⊂ A � ìàêñèìàëüíûé
èäåàë. Âûáåðåì m̄1, . . . , m̄n � áàçèñ k-âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà M/pM = M ⊗ k. Ïîêàæåì,
÷òî ãîìîìîðôèçì f : A⊕n →M , ïåðåâîäÿùèé ei â mi, � èçîìîðôèçì. Âî-ïåðâûõ, ôóíêòîð
− ⊗ k òî÷åí ñïðàâà, ïîýòîìó (coker f) ⊗ k = coker(k⊕n → M/pM) = 0. Çíà÷èò, ïî ëåììå
Íàêàÿìû coker f = 0. Òåïåðü íàïèøåì äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ
ôóíêòîðîâ

0 = Tor1(M, k)→ (ker f)⊗ k→ k⊕n →M/pM,

èç êîòîðîé âèäèì, ÷òî (ker f)⊗ k = 0 è ñíîâà ïî ëåììå Íàêàÿìû ker f = 0. Îòìåòèì, ÷òî
ker f êîíå÷íî ïîðîæä¼í èç-çà í¼òåðîâîñòè êîëüöà A.

Èòàê, ìû äîêàçàëè

Ïðåäëîæåíèå 4. Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ìîäóëü íàä êîììóòàòèâíûì í¼òåðîâûì êîëü-
öîì ïëîñêèé ⇔ ïðîåêòèâíûé.

Ãåîìåòðè÷åñêè ïëîñêîñòü îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ òðèâèàëüíîñòü. Ò.å. êîíå÷íî ïîðîæä¼í-
íûé ïëîñêèé ïó÷îê íà ìíîãîîáðàçèè � ýòî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Ýòî âåðíî â òîì ÷èñëå è
äëÿ íå àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé. À âîò ïðîåêòèâíîñòü ïðè ðàáîòå ñ íå îáÿçàòåëüíî àôôèí-
íûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ïåðåñòà¼ò áûòü ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì è âîîáùå íå î÷åíü îñìûñëåí-
íà � òàê, íà ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ âîîáùå íå áûâàåò íåòðèâèàëüíûõ ïðîåêòèâíûõ
îáúåêòîâ â êàòåãîðèè ïó÷êîâ.

Ñâÿçü ìåæäó ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé òðèâèàëüíîñòüþ ìîäóëÿ î÷åíü íåïðîñòà. Ïðèìåð
� ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5 (Ñóñëèí, Êâèëëåí, 1976). Âñÿêèé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü
íàä êîëüöîì k[x1, . . . , xn], ãäå k � ïîëå, ñâîáîäåí.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ãðóïï Ext êàê ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ ïî ïåðâîìó è
ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì Ext êàê ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð
ïî äâóì àðãóìåíòàì ñðàçó. Ñïåðâà ââåä¼ì áèêîìïëåêñû è ñâ¼ðòêè.

Áèêîìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ íàáîð ìîäóëåé Kij, i, j ∈ Z è ãîìîìîðôèçìîâ dijI : Kij →
Ki+1,j è dijII : Kij → Ki,j+1 òàêèõ, ÷òî (dI)

2 = 0, (dII)
2 = 0 è dIdII = dIIdI . Èíà÷å ãîâîðÿ,

áèêîìïëåêñ � ýòî êîìïëåêñ êîìïëåêñîâ.
Ñâ¼ðòêà áèêîìïëåêñà � ýòî êîìïëåêñ Tot•(K••), ó êîòîðîãî Totn = ⊕i+j=nKij, dn(x) =

dijI (x) + (−1)idijII(x) ïðè x ∈ Kij.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì êîìïëåêñîâ êàê áèêîìïëåêñ ñ −1-ì è 0-ì ñòîëáöàìè.

Òîãäà åãî ñâ¼ðòêà � â òî÷íîñòè êîíóñ ìîðôèçìà.
Ïóñòü P• � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿM , à I• � èíúåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà äëÿ N .

Îïðåäåëèì ExtiI,II(M,N) êàê êîãîìîëîãèè ñâ¼ðòêè Tot•(Hom(P•, I
•)). Îáû÷íûì îáðàçîì

óñòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêòîðèàëüíîñòü ïî îáîèì àðãóìåíòàì.
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Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ExtI,II ∼= ExtII . Ïóñòü P̃• � àóãìåíòèðîâàííàÿ ðåçîëüâåíòà (ñ

(-1)-ì ÷ëåíîì M). Òîãäà â áèêîìïëåêñå Hom(P̃•, I
•) ñòðîêè òî÷íû (ò.ê. Hom(−, Ij) òî-

÷åí), à çíà÷èò ïî ñëåäóþùåé ëåììå è åãî ñâ¼ðòêà òî÷íà. Íî ó áèêîìïëåêñà Hom(P̃•, I
•)

åñòü ïîäáèêîìïëåêñ Hom(P•, I
•), ôàêòîð ïî êîòîðîìó èçîìîðôåí Hom(M, I•) (ñäâèíóòî-

ìó). Ïåðåõîäÿ ê ñâ¼ðòêàì, ïîëó÷àåì òî÷íóþ òðîéêó êîìïëåêñîâ 0 → Tot(Hom(P•, I
•)) →

Tot(Hom(P̃•, I
•))→ Hom(M, I•[1])→ 0. Äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé

óñòàíàâëèâàåò íóæíûå èçîìîðôèçìû.

Ëåììà 6. Ïóñòü ó áèêîìïëåêñà, ëåæàùåãî â 1-é ÷åòâåðòè, âñå ñòðîêè (èëè ñòîëáöû)
òî÷íû. Òîãäà ñâ¼ðòêà ýòîãî áèêîìïëåêñà òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå ñòðîêè òî÷íû. Òàê æå, êàê â ðàññóæäåíèÿõ âûøå, ðàññìîò-
ðèì ïîäáèêîìïëåêñ, ïîëó÷åííûé îòáðàñûâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè, è ôàêòîðáèêîìïëåêñ, îá-
ðàçîâàííûé ïåðâîé ñòðîêîé. Ñâ¼ðòêà ôàêòîðáèêîìïëåêñà òî÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, ñâ¼ðòêà
èñõîäíîãî áèêîìïëåêñà êâàçèèèçîìîðôíà ñâ¼ðòêå áèêîìïëåêñà, ïîëó÷åííîãî îòáðàñûâàíè-
åì ïåðâîé ñòðîêè. Ïðîäîëæàÿ, ìîæíî òàê îòáðîñèòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðâûõ ñòðîê.
Òåì ñàìûì, äëÿ ëþáîé êîãîìîëîãèè íàñòóïèò ìîìåíò, êîãäà ñòàíåò ÿñíî, ÷òî îíà íóëå-
âàÿ.

Âíèìàòåëüíûé ñëóøàòåëü, êîíå÷íî, çàìåòèë, ÷òî ïðèâåä¼ííîå ðàññóæäåíèå, ïî ñóòè,
ìîæåò áûòü âûðàæåíî îäíîé ñòðî÷êîé:

ExtiI(M,N) = HomK(A)(P•(M), N [i]) = HomK(A)(P•(M), I•(N)[i]) =

= HomK(A)(M, I•(N)[i]) = ExtiII(M,N).

Ñäåëàåì åù¼ îäíî çàìå÷àíèå. Äëÿ êîìïëåêñîâ K•, îãðàíè÷åííîãî ñïðàâà, è L•, îãðàíè-
÷åííîãî ñëåâà, ìîæíî ðàññìîòðåòü áèêîìïëåêñ Hom(K•, L

•). Åãî ñâ¼ðòêà áóäåò ñ òî÷íîñòüþ
äî íåêîòîðûõ çíàêîâ ñîâïàäàòü ñ êîìïëåêñîì ìîðôèçìîâ Hom(K•, L

•). Òàê ÷òî êîãîìîëî-
ãèè ýòîé ñâ¼ðòêè � ìîðôèçìû ìåæäó K• è ñäâèãàìè L• â ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè.

Äâå ëåêöèè íàçàä ìû îïðåäåëèëè èíúåêòèâíûå ìîäóëè íàä êîëüöîì. Ñåé÷àñ ìû äîêà-
æåì, ÷òî èíúåêòèâíûõ ìîäóëåé äîñòàòî÷íî ìíîãî. Äîêàçàòåëüñòâî íà ñàìîì äåëå áóäåò
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé äîñòàòî÷íî ìíîãî, åñëè ýòî
ïîñëåäíåå äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíî îñìûñëèòü.

À èìåííî, çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêòèâíàÿ íàêðûâàþùàÿ çàäàííîãîA-ìîäóëÿM
åñòü

A⊗Z

 ⊕
f∈HomZ(Z,M)

Z

→M.

Ýòî îòîáðàæåíèå åñòü êîìïîçèöèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé:

(1) A⊗Z

 ⊕
f∈HomZ(Z,M)

Z

→ A⊗Z M →M.

Çäåñü ïåðâîå îòîáðàæåíèå � ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêòèâíàÿ íàêðûâàþùàÿM êàê àáåëåâîé ãðóï-
ïû, òåíçîðíî óìíîæåííàÿ íà A. Ïîýòîìó ïîëåçíî ïîñìîòðåòü íà ðàñøèðåíèå êîëåö Z→ A
è ñâÿçàííûå ñ íèì ôóíêòîðû îãðàíè÷åíèÿ è ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðîâ.
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Ïóñòü äàí ãîìîìîðôèçì êîëåö B → A. Íàïîìíèì, ÷òî ó ôóíêòîðà çàáûâàíèÿ F èç
A-ìîäóëåé â B-ìîäóëè åñòü ñîïðÿæåííûé ñëåâà ôóíêòîð L = A ⊗B − è ñîïðÿæ¼ííûé
ñïðàâà ôóíêòîð R = HomB(A,−). A-ìîäóëè âèäà A⊗B N , ãäå N � B-ìîäóëü, íàçûâàþòñÿ
èíäóöèðîâàííûìè, à ìîäóëè âèäà HomB(A,N) � êîèíäóöèðîâàííûìè.

Çàäà÷à 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîäóëè, èíäóöèðîâàííûå ñ ïðîåêòèâíûõ, ïðîåêòèâíû, à êîèí-
äóöèðîâàííûå ñ èíúåêòèâíûõ � èíúåêòèâíû.

Ïîëüçóÿñü ââåä¼ííûìè îáîçíà÷åíèÿìè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïåðâîå îòîáðàæåíèå â (1)
åñòü L, ïðèìåí¼ííûé ê ñâîáîäíîé íàêðûâàþùåé àáåëåâîé ãðóïïû F (M), à âòîðîå � êî-
åäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ. Â òàêîì âèäå (1) ïåðåïèñûâàåòñÿ äëÿ äâîéñòâåííîãî ñëó÷àÿ èíúåê-
òèâíûõ ìîäóëåé. ßñíî ïðè ýòîì, ÷òî ñíà÷àëà íóæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé êîëüöà öåëûõ
÷èñåë.

Ëåììà 7. Â êàòåãîðèè Z-ìîäóëåé äîñòàòî÷íî ìíîãî èíúåêòèâíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæèì çàäàííûé ìîäóëü M â èíúåêòèâíûé. Êîíñòðóêöèÿ â òî÷íî-
ñòè äâîéñòâåííàÿ òîé, ÷òî ïðèìåíÿëàñü äëÿ íàêðûòèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ ñâîáîäíûì.
Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

M →
∏

f∈HomZ(M,Q/Z)

Q/Z : m 7→ (f(m))f .

Òî, ÷òî Q/Z � èíúåêòèâíûé ìîäóëü, ìû ïðîâåðèì ÷óòü ïîçäíåå. Ìîäóëü
∏

Q/Z èíúåê-
òèâåí êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå èíúåêòèâíûõ ìîäóëåé. ×òîáû ïîêàçàòü ìîíîìîðôíîñòü
îòîáðàæåíèÿ, ïðîâåðèì, ÷òî ∀m ∈ M ∃f ∈ Hom(M,Q/Z) òàêîé, ÷òî f(m) 6= 0. Ïóñòü
öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â M , ïîðîæä¼ííàÿ m, ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ. Òîãäà ïîëîæèì
f(m) = 1/n è ïðîäîëæèì êàê-íèáóäü f ñ 〈m〉 íà âåñüM (ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâóåò ïî îïðå-
äåëåíèþ èíúåêòèâíîñòè Q/Z). Åñëè æå ïîäãðóïïà 〈m〉 ñâîáîäíà, òî ïîëîæèì f(m) = 1

2016

è òîæå ïðîäîëæèì.

Äîêàæåì òåïåðü

Ïðåäëîæåíèå 8. Ëþáîé A-ìîäóëü M âêëàäûâàåòñÿ â èíúåêòèâíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæèì àáåëåâó ãðóïïó F (M) â èíúåêòèâíûé Z-ìîäóëü. Íàïðèìåð, êàê
â äîêàçàííîé âûøå ëåììå, â I =

∏
HomZ(F (M),Q/Z) Q/Z. Ïî ñîïðÿæ¼ííîñòè, âëîæåíèþ g ∈

HomZ(F (M), I) îòâå÷àåò ãîìîìîðôèçì A-ìîäóëåé ḡ ∈ HomA(M,R(I)), êîòîðûé èìååò âèä
êîìïîçèöèè

M → RF (M) = HomZ(A,F (M))
Rg−→ HomZ(A, I) = R(I).

Çäåñü ïåðâàÿ ñòðåëêà � åäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ (å¼ èíúåêòèâíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî), à âòîðàÿ � Rg (îíà èíúåêòèâíà, òàê êàê Hom(A,−) òî÷åí ñëåâà). Íàêîíåö, A-
ìîäóëü R(I) èíúåêòèâåí êàê êîèíäóöèðîâàííûé ñ èíúåêòèâíîãî.

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó Z-ìîäóëü Q/Z èíúåêòèâåí. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 9 (êðèòåðèé èíúåêòèâíîñòè Áýðà). Ìîäóëü I íàä êîëüöîì A èíúåêòèâåí
⇔ äëÿ ëþáîãî ëåâîãî èäåàëà J ⊂ A ëþáîé ãîìîìîðôèçì f : J → I ïðîäîëæàåòñÿ íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé äèàãðàììå

0 // N0
//

��

N

~~
I
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ñóùåñòâóåò ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà, çàìûêàþùàÿ äèàãðàììó. Èäåÿ ïðîñòà: ïîñòåïåííî ïðî-
äîëæàòü ãîìîìîðôèçì â I íà âñ¼ áîëüøèå ïîäìîäóëè â N . Øàã èíäóêöèè òàêîé: íóæíî
ïðîäîëæèòü f : N0 → I íà ïîäìîäóëü N1 = 〈N0, n〉, ïîðîæä¼ííûé íàä N îäíèì ýëåìåíòîì.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàññëîåííóþ (è îäíîâðåìåííî êîðàññëîåííóþ) äèàãðàììó

J //

��

A

n
��

N0
// N1,

ãäå J = N0×N1A. Òîãäà îãðàíè÷åíèå f |J ïðîäîëæàåòñÿ íà A ïî óñëîâèþ, è ñêëåèâàåòñÿ ñ f
äî ãîìîìîðôèçìà, îïðåäåë¼ííîãî íà N1. ×òîáû àêêóðàòíî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî, íàäî
âîñïîëüçîâàòüñÿ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé èëè ëåììîé Öîðíà: íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîäîëæåíèé ãîìîìîðôèçìà f ñ N0 íà ðàçíûå ïîäìîäóëè â N .

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü A � öåëîñòíîå êîëüöî ãëàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ. Òîãäà ìîäóëü I íàä
A èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí äåëèì, ò.å.

∀x ∈ I ∀a 6= 0 ∈ A ∃x ∈ I ay = x.

Ñëåäñòâèå 11. Òàêèì îáðàçîì, Q è Q/Z � èíúåêòèâíûå Z-ìîäóëè.
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