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Òî÷íûå ôóíêòîðû è ðåçîëüâåíòû

Ðàçãîâîð î êàòåãîðèÿõ âîîáùå ìû çàêîí÷èì äâóìÿ âàæíûì ïîíÿòèÿìè: ýêâèâàëåíòíî-
ñòè êàòåãîðèé è ñîïðÿæ¼ííîãî ôóíêòîðà.

Çíàÿ ïîíÿòèÿ êîìïîçèöèè ôóíêòîðîâ è òîæäåñòâåííîãî ôóíêòîðà, íåñëîæíî äàòü îïðå-
äåëåíèå âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêòîðîâ è èçîìîðôèçìà êàòåãîðèé. Îäíàêî òàêîå îïðåäå-
ëåíèå îêàçûâàåòñÿ ìàëî ïîëåçíûì � â ïðèðîäå èçîìîðôèçìû êàòåãîðèé ðåäêè. Ïðè÷èíà
ýòîãî ïðîñòà: åñòåñòâåííûå êîíñòðóêöèè ÷àñòî ñòðîÿò îáúåêò, èçîìîðôíûé èñõîäíîìó, íî
ýòî óæå íå ñàì èñõîäíûé îáúåêò. Òèïè÷íûé ïðèìåð � äâàæäû äâîéñòâåííîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî. Ïðàâèëüíîå ïîíÿòèå òàêîå:

Êàòåãîðèè C è D íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêòîðû F : C → D
è G : D → C òàêèå, ÷òî FG ∼= IdD è GF ∼= IdC. Ôóíêòîðû F è G ïðè ýòîì íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíîñòÿìè (à òàêæå êâàçèîáðàòíûìè äðóã äðóãó).

Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå ÷òî ôóíêòîð F : C → D � ýêâèâàëåíòíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà
1) (F ñòðîãî ïîëíûé) îòîáðàæåíèå Hom(X, Y ) → Hom(F (X), F (Y )) � áèåêöèÿ äëÿ âñåõ
X, Y ∈ C è
2) (F ñóùåñòâåííî ñþðúåêòèâíûé) ëþáîé îáúåêò â D èçîìîðôåí îáúåêòó âèäà F (X).
b)Äîêàæèòå, ÷òî êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ k-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíà ñëå-
äóþùåé: îáúåêòû � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ìîðôèçìû èç n âm � ìàòðèöû ðàçìåðà
m× n ñ ýëåìåíòàìè èç k, êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ � óìíîæåíèå ìàòðèö.

Ïóñòü äëÿ ïàðû ôóíêòîðîâ L : C → D è R : D → C èìååòñÿ èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

HomD(L−,−) ∼= HomC(−, R−).

Â òàêîì ñëó÷àå L íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæ¼ííûì ôóíêòîðîì ê R, à R � ïðàâûì ñîïðÿ-
æ¼ííûì ôóíêòîðîì ê L.

Ïðèìåðû:

1. ëåâûé ñîïðÿæ¼ííûé ê ôóíêòîðó çàáûâàíèÿ T op → Sets � âçÿòèå äèñêðåòíîé òîïî-
ëîãèè, ïðàâûé ñîïðÿæ¼ííûé � âçÿòèå òîïîëîãèè ñëèïøèõñÿ òî÷åê;

2. ëåâûé ñîïðÿæ¼ííûé ê çàáûâàíèþ èç ãðóïï â ìíîæåñòâà � âçÿòèå ñâîáîäíîé ãðóïïû;

3. ëåâûé ñîïðÿæ¼ííûé ê çàáûâàíèþ èç êîììóòàòèâíûõ k-àëãåáð â k-âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà � âçÿòèå ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû;

4. ëåâûé ñîïðÿæ¼ííûé ê îãðàíè÷åíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G íà ïîäãðóïïó H � èí-
äóöèðîâàíèå.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñîïðÿæ¼ííûé ôóíêòîð îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ñîïðÿæ¼ííûå ôóíêòîðû ê åñòåñòâåííîìó âëîæåíèþ êàòåãîðèè A-
ìîäóëåé â êàòåãîðèþ êîìïëåêñîâ A-ìîäóëåé.

Çàäà÷à 4. a)Ïóñòü A → B � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Äîêàæèòå, ÷òî ëåâûì ñîïðÿæ¼ííûì
ê ôóíêòîðó çàáûâàíèÿ B−Mod → A−Mod áóäåò ôóíêòîð ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðîâ M 7→
B ⊗AM , à ïðàâûì ñîïðÿæ¼ííûì � ôóíêòîð M 7→ HomA(B,M).
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b)Ïóñòü A � êîëüöî, S ⊂ A � öåíòðàëüíàÿ ïîäàëãåáðà, M � ïðàâûé A-ìîäóëü. Ïðîâåðüòå,
÷òî ïðàâûì ñîïðÿæ¼ííûì ê ôóíêòîðó M ⊗A − èç A-ìîäóëåé â S-ìîäóëè áóäåò ôóíêòîð
HomS(M,−).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñîïðÿæ¼ííîñòè ôóíêòîðîâ áûâàåò ïîëåçíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñîïðÿæ¼ííîñòü ôóíêòîðîâ L : C → D è R : D → C ðàâíîñèëüíà ñó-
ùåñòâîâàíèþ ìîðôèçìîâ ôóíêòîðîâ ε : IdC → RL (åäèíèöà) è η : LR → IdD (êîåäèíèöà)
òàêèõ, ÷òî êîìïîçèöèè

L→ LRL→ L è R→ RLR→ R

òîæäåñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ

φ−,− : HomD(L−,−) ∼= HomC(−, R−).

Ïîñòðîèì åäèíèöó. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ìîðôèçìîâ

HomC(−,−)→ HomD(L−, L−)
φ−,L−−−−→ HomC(−, RL−).

Ïî ëåììå Éîíåäû �ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó�, ïîëó÷àåì ìîðôèçì IdC → RL. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, äëÿ îáúåêòà X ∈ C ìîðôèçì åäèíèöû eX : X → RLX ñîîòâåòñòâóåò 1LX ïðè èçîìîð-
ôèçìå φX,LX : Hom(LX,LX) → Hom(X,RLX). Ïîñòðîèì êîåäèíèöó. Ðàññìîòðèì êîìïî-
çèöèþ ìîðôèçìîâ

HomD(−,−)→ HomC(R−, R−)
φ−1
R−,−−−−→ HomC(LR−,−).

Ïî ëåììå Éîíåäû �ïî âòîðîìó àðãóìåíòó�, ïîëó÷àåì ìîðôèçì LR→ IdD. Äëÿ Y ∈ D êî-
åäèíèöà LRY → Y îòâå÷àåò 1RY ïðè èçîìîðôèçìå φRY,Y : Hom(LRY, Y )→ Hom(RY,RY ).
Ïðîâåðèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ L→ LRL→ L òîæäåñòâåííà íà îáúåêòåX. Ìîðôèçì LRLX →
LX ïîëó÷àåòñÿ èç 1RLX ïðè èçîìîðôèçìå φ−1RLX,LX : Hom(RLX,RLX)→ Hom(LRLX,LX).
Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ (ïîòîìó, ÷òî φ � ìîðôèçì ôóíêòîðîâ) äèàãðàììó

Hom(RLX,RLX)
φ−1
RLX,LX //

(eX ,1)

��

Hom(LRLX,LX)

(eX ,1)

��
Hom(X,RLX)

φ−1
X,LX // Hom(LX,LX).

Âû÷èñëÿÿ êîìïîçèöèþ ñòðåëîê, ïðèìåí¼ííóþ ê 1RLX , ïîëó÷àåì îäíèì ñïîñîáîì èñêîìóþ
êîìïîçèöèþ LX → LX, à äðóãèì ñïîñîáîì � òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì.

Ïóñòü òåïåðü èìåþòñÿ ìîðôèçìû åäèíèöû è êîåäèíèöû, äëÿ êîòîðûõ êîìïîçèöèè

L→ LRL→ L è R→ RLR→ R

òîæäåñòâåííû. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè Hom(LX, Y ) è Hom(X,RY )
äëÿ âñåõ X, Y . Ïóñòü f : LX → Y . Ñîïîñòàâèì åìó ìîðôèçì X → RY , îïðåäåë¼ííûé êàê

êîìïîçèöèÿ X
εX−→ RLX

Rf−→ Y . Ïóñòü g : X → RY . Ñîïîñòàâèì åìó ìîðôèçì LX → Y ,

îïðåäåë¼ííûé êàê êîìïîçèöèÿ LX
Lg−→ LRY

ηY−→ Y . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ ôóíê-
òîðèàëüíû ïî X è Y . Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îíè âçàèìíî îáðàòíû, íóæíî èñïîëüçîâàòü
óñëîâèÿ ïðî êîìïîçèöèè.

Çàäà÷à 5. Çàêîí÷èòå äîêàçàòåëüñòâî.
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Âåðí¼ìñÿ ê êàòåãîðèÿì ìîäóëåé. Ïîä ìîäóëåì, êàê è ïðåæäå, ìû ïîíèìàåì ëåâûé
ìîäóëü íàä ôèêñèðîâàííûì êîëüöîì A. ×åðåç A−Mod ìû îáîçíà÷àåì êàòåãîðèþ ëåâûõ A-
ìîäóëåé. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ Hom(M,N) â ýòîé êàòåãîðèè îáëàäàåò
ñòðóêòóðîé àáåëåâîé ãðóïïû (à åñëè êîëüöî A êîììóòàòèâíî, òî è ñòðóêòóðîé A-ìîäóëÿ).

Ôóíêòîð F : A−Mod → B−Mod íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì, åñëè îí ëèíååí íà ìîðôèç-
ìàõ, ò.å. îòîáðàæåíèå F : HomA(M,N) → HomB(F (M), F (N)) � ãîìîìîðôèçì ãðóïï äëÿ
âñåõ M,N .
Çàäà÷à 6. a)Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîð F : A−Mod → B−Mod àääèòèâåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà F (M ⊕N) ∼= F (M)⊕ F (N) äëÿ âñåõ M,N .
b) Åñëè L : C → D è R : D → C � ñîïðÿæ¼ííûå ôóíêòîðû, òî L ñîõðàíÿåò êîïðîèçâåäåíèÿ,
à R � ïðîèçâåäåíèÿ.
c)Êàê ñëåäñòâèå, ñîïðÿæ¼ííûé ôóíêòîð âñåãäà àääèòèâåí.

Ïðèìåð íåàääèòèâíîãî ôóíêòîðà: òåíçîðíûå, ñèììåòðè÷åñêèå è âíåøíèå ñòåïåíè, íà-
ïðèìåð M 7→ M ⊗ M . Íàñ, îäíàêî, áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî àääèòèâíûå ôóíêòîðû,
òàêèå êàê Hom è ⊗, è ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
ôóíêòîðû àääèòèâíû.

Íàïîìíèì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè êîãîìîëîãèè å¼, ðàññìîòðåí-
íîé êàê êîìïëåêñ, íóëåâûå, ò.å. îáðàç ëþáîé âõîäÿùåé ñòðåëêè ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì âûõî-
äÿùåé.

Ôóíêòîð (êîâàðèàíòíûé) F íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè K → L → M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F (K) → F (L) → F (M) òî÷íà. Ôóíêòîð
íàçûâàåòñÿ òî÷íûì ñëåâà (ñîîòâåòñòâåííî òî÷íûì ñïðàâà), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷íîé òðîé-
êè 0 → K → L → M → 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → F (K) → F (L) → F (M) òî÷íà
(ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F (K) → F (L) → F (M) → 0 òî÷íà). Êîíòðàâàðè-
àíòíûé ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ òî÷íûì/òî÷íûì ñëåâà/òî÷íûì ñïðàâà, åñëè îí òî÷åí/òî÷åí
ñëåâà/òî÷åí ñïðàâà êàê ôóíêòîð (A−Mod)◦ → B−Mod.

Ïðèìåðû: òîæäåñòâåííûé è íóëåâîé ôóíêòîðû òî÷íû. Ôóíêòîð Hom òî÷åí ñëåâà ïî
êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü N � ìîäóëü. Òîãäà ôóíêòîðû Hom(N,−) è Hom(−, N) òî÷íû
ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷íîñòü ñëåâà ôóíêòîðà Hom(N,−) áîëåå-ìåíåå î÷åâèäíà.
Ïóñòü 0→ K

f−→ L
g−→M → 0 � òî÷íàÿ òðîéêà. Ïðîâåðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0→

Hom(M,N) → Hom(L,N) → Hom(K,N) òî÷íà. 1) åñëè h : M → N è hg = 0, òî h = 0 òàê
êàê g ñþðúåêòèâíî. 2) åñëè h : L→ N è hf = 0, òî h |im f= 0. Òàê êàê im f = ker g, h |ker g= 0
è çíà÷èò h èìååò âèä h′g äëÿ íåêîòîðîãî h′ : M → N .

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷íûé ñëåâà ôóíêòîð F ïåðåâîäèò a) èíúåêòèâíûå ìîðôèçìû
â èíúåêòèâíûå; b) òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà 0→ K → L→ M â òî÷íóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü 0→ F (K)→ F (L)→ F (M). Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷íîñòè ñïðàâà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé:

Ëåììà 3. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → K → L → M òî÷íà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ âñåõ X òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → Hom(X,K) → Hom(X,L) →
Hom(X,M).

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K → L → M → 0 òî÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
âñåõ X òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0→ Hom(M,X)→ Hom(L,X)→ Hom(K,X).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî â ïðÿìóþ ñòîðîíó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Äî-
êàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó â ñëó÷àå 1) î÷åâèäíî: âîçüì¼ì X = A.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå êðèòåðèé â ñëó÷àå 2) â îáðàòíóþ ñòîðîíó.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü M � ïðàâûé A-ìîäóëü. Òîãäà ôóíêòîð òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ
M ⊗A − : A−Mod→ Z−Mod òî÷åí ñïðàâà.

Ïðîùå âñåãî ýòî ïðîâåðÿòü ïðè ïîìîùè óòâåðæäåíèÿ î ñîïðÿæ¼íîñòè ôóíêòîðîâ
M ⊗A − : A−Mod→ Z−Mod è HomZ(A,−) : Z−Mod→ A−Mod è ñëåäóþùåé ëåììû

Ëåììà 5. Ïóñòü F (ëåâûé) è G (ïðàâûé) � ñîïðÿæ¼ííûå ôóíêòîðû ìåæäó êàòåãîðèÿìè
ìîäóëåé. Òîãäà F òî÷åí ñïðàâà, à G � ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî F òî÷åí ñïðàâà. Ïóñòü K → L → M → 0 � òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òî÷íîñòü F (K)→ F (L)→ F (M)→ 0 ñëåäóåò ïî ïðåäûäóùåé ëåììå
èç òî÷íîñòè

0→ Hom(F (M), X)→ Hom(F (L), X)→ Hom(F (K), X)

ïðè âñåõ X. Ïî ñîïðÿæ¼ííîñòè, ïîñëåäíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðôíà

0→ Hom(M,G(X))→ Hom(L,G(X))→ Hom(K,G(X)),

êîòîðàÿ òî÷íà.

Òî÷íàÿ òðîéêà íàçûâàåòñÿ ðàñùåïèìîé, åñëè îíà èçîìîðôíà òî÷íîé òðîéêå âèäà
0→ K → K ⊕M →M → 0, ãäå ìîðôèçìû � âëîæåíèå è ïðîåêöèÿ.

Çàäà÷à 9. Ïðîâåðüòå, ÷òî òî÷íàÿ òðîéêà 0→ K
f−→ L

g−→M → 0 ðàñùåïèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ëþáîå óñëîâèå èç a) f èìååò ëåâûé îáðàòíûé; b) g èìååò ïðàâûé
îáðàòíûé; c) äëÿ ëþáîãî ôóíêòîðà F òðîéêà 0→ F (K)→ F (L)→ F (M)→ 0 òî÷íà.

Ìîäóëü P íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè ôóíêòîð Hom(P,−) òî÷åí. Äâîéñòâåííûì
îáðàçîì, ìîäóëü I íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè òî÷åí ôóíêòîð Hom(−, I).

Ýòè ñâîéñòâà ïîëåçíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: P ïðîåêòèâåí/I èíúåêòèâåí, åñëè â
ëþáîé ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììå

P

��~~
L //M // 0

0 // K //

��

L

��
I

âñåãäà ñóùåñòâóåò ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà, çàìûêàþùàÿ äèàãðàììó.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: ⊕Pi ïðîåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà âñå Pi ïðîåêòèâíû,
∏
Ii èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå Ii èíúåêòèâíû.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ � ñâîáîäíûé, ïðèìåðû èíúåêòèâíûõ ìîäóëåé
ìû ïîñòðîèì ÷óòü ïîçäíåå. Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ëþáîé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü � ïðÿìîå
ñëàãàåìîå ñâîáîäíîãî.
Çàäà÷à 10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîåêòèâíîãî íå ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.
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Ëåâîé ðåçîëüâåíòîé ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ âèäà

. . . P2 → P1 → P0 → 0,

ó êîòîðîãî Hi(P ) = 0 ïðè i 6= 0 è H0(P ) = M . Ïîëîæèâ P−1 = M , ðåçîëüâåíòó ìîæíî
äîñòðîèòü äî àöèêëè÷íîãî êîìïëåêñà

. . . P2 → P1 → P0 →M → 0.

Ïðàâîé ðåçîëüâåíòîé ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ âèäà

0→ I0 → I1 → I2 → . . . ,

ó êîòîðîãî H i(I) = 0 ïðè i 6= 0 è H0(I) =M . Ëåâàÿ ðåçîëüâåíòà íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé,
åñëè âñå å¼ ÷ëåíû � ïðîåêòèâíûå ìîäóëè. Àíàëîãè÷íî, ïðàâàÿ ðåçîëüâåíòà íàçûâàåòñÿ
èíúåêòèâíîé, åñëè âñå å¼ ÷ëåíû � èíúåêòèâíûå ìîäóëè.

Ïðèìåðû: Z 7−→ Z � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà Z-ìîäóëÿ Z/7Z.

k[x, y]
(−y,x)−−−→ k[x, y]⊕ k[x, y]

(xy)−−→ k[x, y]

� ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà k[x, y]-ìîäóëÿ k = k[x, y]/(x, y). Âîîáùå, äëÿ ðåãóëÿðíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè a1, . . . , ar ∈ A êîìïëåêñ Êîøóëÿ ñòðîèò ðåçîëüâåíòóA-ìîäóëÿA/(a1, . . . , ar).
Bar-ðåçîëüâåíòà � ýòî ðåçîëüâåíòà B êàê B-B-áèìîäóëÿ. Êàê ìîã çàìåòèòü âíèìàòåëüíûé
ñëóøàòåëü, âñå ïðèâåä¼ííûå ïðèìåðû � ñâîáîäíûå ðåçîëüâåíòû.

×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî â êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîåêòèâíûõ
è èíúåêòèâíûõ ìîäóëåé. Âîò ÷òî ýòî çíà÷èò:

Ëåììà 6. Ëþáîé ìîäóëü íàä êîëüöîì � ôàêòîðìîäóëü ïðîåêòèâíîãî è ïîäìîäóëü èíú-
åêòèâíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðî ïðîåêòèâíûå ìîäóëè î÷åâèäíî � ëþáîé ìîäóëü M ìîæíî íàêðûòü
ñâîáîäíûì ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ, íàïðèìåð, ìîäóëåì ⊕m∈MAem: îá-
ðàçóþùàÿ em ïåðåõîäèò â m ∈M . Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî èíúåêòèâíûõ ìîäóëåé äîñòà-
òî÷íî ìíîãî, ìû ïîêà îòëîæèì.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ó ëþáîãî ìîäóëÿ åñòü ïðîåêòèâíàÿ è èíúåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé. Íàêðîåì çàäàííûé ìîäóëü M ïðîåê-
òèâíûì ìîäóëåì P0. Ïóñòü Z0 � ÿäðî d0 : P0 → M . Íàêðîåì Z0 ïðîåêòèâíûì P1 è ðàñ-
ñìîòðèì ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå d1 : P1 → Z0 → P0. im d1 = Z0 = ker d0, òàê ÷òî â 0-ì ÷ëåíå
êîìïëåêñ P1 → P0 → M → 0 òî÷åí. Äàëåå íàêðîåì ÿäðî d1 ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì P2 è
ò.ä.

Äàëåå, ìîðôèçì ìîäóëåé ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ìîðôèçìà ðåçîëüâåíò. Âåðíî äàæå
íåñêîëüêî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü P• � êîìïëåêñ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé ñ Pi = 0 ïðè i < 0 è
H0(P ) =M , K• � ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿ N , f : M → N � ãîìîìîðôèçì. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f• : P• → K•, èíäóöèðóþùèé f íà H0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîáàâèì ê P• è K• (−1)-å ÷ëåíû M è N .

P2
d2 // P1

d1 //

f0d1

��
f1
��

P0
d0 //

fd0

��
f0
��

M //

f
��

0

K2
d2 // K1

d1 // K0
d0 // N // 0

Òåïåðü ïîñòðîèì f0. Òàê êàê P0 ïðîåêòèâåí è dK0 ñþðúåêòèâåí, ñóùåñòâóåò f0 : P0 → K0

òàêîé, ÷òî dK0 f0 = fdP0 . Äàëåå, f0d
P
1 ïîïàäàåò â ker dK0 , à çíà÷èò, â im dK1 . Ò.ê. P1 ïðîåêòèâåí,

ñóùåñòâóåò f1 : P1 → K1 òàêîé, ÷òî dk1f1 = f0d
P
1 . È òàê äàëåå.

Êîíå÷íî, ó ìîäóëÿ åñòü ìíîãî ðàçíûõ ïðîåêòèâíûõ ðåçîëüâåíò. Îäíàêî, åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, òî ðåçîëüâåíòà åäèíñòâåííà (ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) è äàæå ôóíêòîðèàëüíà. Ñëóøàòåëü ìîæåò ýòîò ôàêò ïðîâå-
ðèòü âðó÷íóþ, â ñòèëå ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà, ìû æå ïðèâåä¼ì áîëåå êîíöåïòóàëü-
íîå ðàññóæäåíèå. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäãîòîâêà.

Ëåììà 9. Ëþáîé ìîðôèçì f • èç îãðàíè÷åííîãî ñïðàâà êîìïëåêñà ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé
P • â àöèêëè÷íûé êîìïëåêñ K• ãîìîòîïåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

P i−1 // P i di //

hi

ww
f i

��

P i+1 di+1
//

hi+1

ww
f i+1

��

P i+2

hi+2

vv
Ki−1 di−1

// Ki di // Ki+1 // Ki+2

Áóäåì ñòðîèòü ãîìîòîïèè hi : P i → Ki−1 ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñïðàâà. Ïóñòü hi+1, hi+2, . . .
ïîñòðîåíû. Îáîçíà÷èì ðàçíîñòü gi = f i − hi+1di, òîãäà digi = dif i − dihi+1di = f i+1di −
dihi+1di = (f i+1 − dihi+1)di = hi+2di+1di = 0, çíà÷èò îáðàç gi ëåæèò â im di−1 = ker di. Ïî
ïðîåêòèâíîñòè Pi, gi èìååò âèä di−1hi, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñîâ K• è L• íà ïåðâîé ëåêöèè áûë îïðåäåë¼í êîì-
ïëåêñ ìîðôèçìîâ Hom(K,L)•. À èìåííî,

Hom(K,L)i =
∏
n

Hom(Kn, Ln+i),

à äèôôåðåíöèàë di ïåðåâîäèò ñåìåéñòâî (fn) ∈ Hom(K,L)i â ñåìåéñòâî (gn) ∈ Hom(K,L)i+1,
ãäå gn = dfn − (−1)ifn+1d. Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü åãî êîöèêëû, êîãðàíèöû è êîãîìîëîãèè:

• Zi(Hom(K,L)•) = HomKom(A)(K,L[i]) = {ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ èç K â L[i]};

• Bi(Hom(K,L)•) = {ìîðôèçìû èç K â L[i], ãîìîòîïíûå íóëþ};

• H i(Hom(K,L)•) = HomK(A)(K,L[i]) = {ìîðôèçìû èç K â L[i] ïî ìîäóëþ ãîìîòîïèè}.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå:

Homi(K•, L•) := Hom(K•, L[i]•).
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Ëåììà 10. Ïóñòü f • : K• → L• � ìîðôèçì êîìïëåêñîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñà X•

èìååòñÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ Homi−1
K(A)(X

•, C(f)•)→
→ Homi

K(A)(X
•, K•)→ Homi

K(A)(X
•, L•)→ Homi

K(A)(X
•, C(f)•)→

→ Homi+1
K(A)(X

•, K•)→ . . . ,

ãäå Homi
K(A)(X

•, Y •) îáîçíà÷àåò ãðóïïó ìîðôèçìîâ èç X• â Y [i]• ïî ìîäóëþ ìîðôèçìîâ,
ãîìîòîïíûõ íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàñùåïèìóþ ïî÷ëåííî òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-
ïëåêñîâ 0 → L• → C(f)• → K[1]• → 0. Ïî íåé ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ
ìîðôèçìîâ

0→ Hom(X•, L•)→ Hom(X•, C(f)•)→ Hom(X•, K[1]•)→ 0.

Îíà òî÷íàÿ, òàê êàê Hom(X i,−) â ðàñùåïèìóþ òî÷íóþ òðîéêó òî÷åí. Ïðèìåíÿÿ äëèííóþ
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîãîìîëîãèÿõ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå, òàê êàê êîãîìîëîãèè
êîìïëåêñà ìîðôèçìîâ � ýòî ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ ïî ìîäóëþ ìîðôèçìîâ, ãîìîòîïíûõ
íóëþ.

Íàêîíåö, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü P• � ïðîåêòèâíàÿ ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿM , Q• � êàêàÿ-òî ëåâàÿ
ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿ N . Òîãäà ëþáîé ãîìîìîðôèçì f : M → N ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîðôèçìà
ðåçîëüâåíò P• → Q•, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì f : Q• → N [0]. Ýòîò ìîðôèçì � êâàçèèçîìîð-
ôèçì, çíà÷èò åãî êîíóñ C• àöèêëè÷åí (íà ñàìîì äåëå ýòîò êîíóñ � íå ÷òî èíîå, êàê ðå-
çîëüâåíòà Q•, äîïîëíåííàÿ ñïðàâà ÷ëåíîì N). Ïî ëåììå 9 ìîðôèçìû èç P• âî âñå ñäâèãè
C• ãîìîòîïíû íóëþ. Çíà÷èò, ïî ëåììå 10 èìååì

HomK(A)(P•, Q•) = HomK(A)(P•, N [0]).

Îäíàêî ìåæäó ìîðôèçìàìè êîìïëåêñîâ P• è N [0] íå ìîæåò áûòü ãîìîòîïèé, à ñàìè òàêèå
ìîðôèçìû îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ãîìîìîðôèçìîìM = P0/d1(P1)→ N . Çíà÷èò, ìîðôèçìû
èç P• â Q• ïî ìîäóëþ ãîìîòîïèè áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþò ãîìîìîðôèçìàì ìîäóëåé M →
N .

Åñëè ïðèìåíèòü ýòî ïðåäëîæåíèå ê äâóì ïðîåêòèâíûì ðåçîëüâåíòàì îäíîãî ìîäóëÿ
è òîæäåñòâåííîìó ãîìîìîðôèçìó èç ýòîãî ìîäóëÿ â ñåáÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ýòè ðåçîëüâåíòû
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàííîå â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè ìîæíî åù¼ ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Ñëåäñòâèå 12. Âçÿòèå ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû çàäà¼ò ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ìîäó-
ëåé â ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ êîìïëåêñîâ.
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