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Êàòåãîðèè è ôóíêòîðû

Òåîðèÿ êàòåãîðèé ïî÷òè íå ñîäåðæèò òåîðåì, íî å¼ ÿçûê ÷ðåçâû÷àéíî óäîáåí è ïîçâî-
ëÿåò êîìïàêòíî ôîðìóëèðîâàòü è ýôôåêòèâíî äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ.

Åñëè ìåæäó îáúåêòàìè íåêîòîðîãî òèïà åñòü õîðîøî îïðåäåë¼ííûå ìîðôèçìû, òî òà-
êèå îáúåêòû îáðàçóþò êàòåãîðèþ. Ïî îïðåäåëåíèþ, êàòåãîðèÿ C ñîñòîèò èç:

• êëàññà îáúåêòîâ Ob C,

• ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ HomC(A,B) äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ A,B ∈ Ob C,

• çàêîíà êîìïîçèöèè HomC(B,C)× HomC(A,B)→ HomC(A,C) : (f, g) 7→ f ◦ g,

ïðè ýòîì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñâîéñòâà:

1. àññîöèàòèâíîñòü êîìïîçèöèè: f ◦ (g ◦h) = (f ◦g)◦h (åñëè êîìïîçèöèè èìåþò ñìûñë);

2. ñóùåñòâîâàíèå òîæäåñòâåííîãî ýíäîìîðôèçìà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A: òàêîãî 1A ∈
HomC(A,A), ÷òî 1A ◦ f = f è f ◦ 1A = f (òîãäà, êîãäà êîìïîçèöèÿ èìååò ñìûñë).

Ïðèìåðû êàòåãîðèé:

1. êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ Sets: îáúåêòû � ìíîæåñòâà, ìîðôèçìû � îòîáðàæåíèÿ ìåæäó
ìíîæåñòâàìè;

2. êàòåãîðèÿ ãðóïï Grp: îáúåêòû � ãðóïïû, ìîðôèçìû � ãîìîìîðôèçìû ãðóïï;

3. êàòåãîðèÿ A−Mod ëåâûõ ìîäóëåé íàä êîëüöîì A: îáúåêòû � A-ìîäóëè, ìîðôèçìû
� ãîìîìîðôèçìû A-ìîäóëåé;

4. êàòåãîðèÿ Kom(A−Mod) êîìïëåêñîâ A-ìîäóëåé: îáúåêòû � êîìïëåêñû A-ìîäóëåé,
ìîðôèçìû � ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ A-ìîäóëåé;

5. êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ T op: îáúåêòû � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà, ìîðôèçìû � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ;

6. êàòåãîðèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé Sm: îáúåêòû � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ìîðôèçìû
� ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé;

7. äèñêðåòíàÿ êàòåãîðèÿ � ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòåãîðèþ:
îáúåêòû � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ìîðôèçìû � ïî îäíîìó òîæäåñòâåííîìó ìîðôèçìó
äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà;

8. ëþáîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòåãîðèþ:
îáúåêòû � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, èç A â B åñòü åäèíñòâåííûé ìîðôèçì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà A 6 B;

9. ïî ëþáîìó îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó ìîæíî ïîñòðîèòü êàòåãîðèþ: îáúåêòû � âåðøè-
íû, ìîðôèçìû � öåïî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèõ ð¼áåð;

10. ëþáóþ ãðóïïó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòåãîðèþ: îáúåêò åäèíñòâåííûé, à â êà-
÷åñòâå åãî ìîðôèçìîâ â ñåáÿ áåð¼òñÿ ãðóïïà;

11. . . .
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Íà÷àëüíûì îáúåêòîì êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ òàêîé îáúåêò I, ÷òî ìíîæåñòâî Hom(I,X)
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà äëÿ âñåõ îáúåêòîâ X â C. Äâîéñòâåííûì îáðàçîì, êîíå÷íûé
îáúåêò êàòåãîðèè C � ýòî òàêîé îáúåêò T , ÷òî ìíîæåñòâî Hom(X,T ) ñîñòîèò èç îäíîãî
ýëåìåíòà äëÿ âñåõ îáúåêòîâ X.

Ïðèìåðû: â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ íà÷àëüíûé îáúåêò � ïóñòîå ìíîæåñòâî, êîíå÷íûé îáú-
åêò � ìíîæåñòâî èç îäíîãî ýëåìåíòà. Â êàòåãîðèè ãðóïï ãðóïïà èç îäíîãî ýëåìåíòà � ýòî
è íà÷àëüíûé, è êîíå÷íûé îáúåêò. Â êàòåãîðèè êîëåö íà÷àëüíûé îáúåêò � êîëüöî öåëûõ
÷èñåë, à êîíå÷íîãî îáúåêòà íå ñóùåñòâóåò. Â êàòåãîðèè �óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî� íà-
÷àëüíûé è êîíå÷íûé îáúåêòû � ýòî íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû (åñëè îíè ñóùå-
ñòâóþò).

Åñòü è áîëåå ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû.
Çàäà÷à 1. Îïèøèòå íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé îáúåêòû â ñëåäóþùèõ êàòåãîðèÿõ. a)Ïóñòü
f : M → N � ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé. Îáúåêòû � ïàðû (X, u), ãäå X � ìîäóëü, à u : X →M
� òàêîé ãîìîìîðôèçì, ÷òî fu = 0. Ìîðôèçìû èç (X1, u1) â (X2, u2) � òàêèå ãîìîìîðôèçìû
g : X1 → X2, ÷òî u2g = u1.
b)Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � ìíîæåñòâî, f : X → Y � îòîáðàæåíèå.
Îáúåêòû � ïàðû (Z, v), ãäå Z � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, v : Y → Z � îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâ òàêîå, ÷òî êîìïîçèöèÿ vf íåïðåðûâíà. Ìîðôèçìû èç (Z1, v1) â (Z2, v2) � òàêèå
íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ g : Z1 → Z2, ÷òî gv1 = v2.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé îáúåêòû â êàòåãîðèè, åñëè îí åñòü,
åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äâîéñòâåííîé êàòåãîðèåé C◦ ê êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ �êàòåãîðèÿ C ñ îáðàù¼ííûìè
ñòðåëêàìè�: Ob C◦ = Ob C,HomC◦(A,B) = HomC(B,A).

Åñëè îïåðàöèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ ê îáúåêòàì íåêîòîðîé êàòåãîðèè, ìîæåò áûòü åñòåñòâåííî
ïðîäîëæåíà è íà ìîðôèçìû, òî òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêòîðèàëüíîé.

(Êîâàðèàíòíûé) ôóíêòîð F èç êàòåãîðèè C â êàòåãîðèþ D ñîñòîèò èç:

1. äåéñòâèÿ íà îáúåêòàõ � ïðàâèëà, ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîìó îáúåêòó A ∈ Ob C íåêî-
òîðûé îáúåêò F (A) ∈ ObD;

2. äåéñòâèÿ íà ìîðôèçìàõ � îòîáðàæåíèÿ HomC(A,B)→ HomD(F (A), F (B)) äëÿ âñÿêîé
ïàðû A,B ∈ Ob C;

ïðè ýòîì äåéñòâèå íà ìîðôèçìû äîëæíî ñîõðàíÿòü êîìïîçèöèþ è åäèíèöó: F (φψ) =
F (φ)F (ψ) è F (1A) = 1F (A). Êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç C â D � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ
êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç C◦ â D.

Ïðèìåðû:

1. Çàáûâàíèå: �òîæäåñòâåííûå� ôóíêòîðû Grp → Sets, T op → Sets, Sm → T op,
A−mod→ Z−mod;

2. äâîéñòâåííîñòü (êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè k-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
â ñåáÿ): V 7→ V ∗;

3. i-å ñèíãóëÿðíûå ãîìîëîãèè T op→ Ab: X 7→ Hi(X,Z);

4. i-å ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè (êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð) T op→ Ab:X 7→ H i(X,Z);

5. i-å ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû (ôóíêòîð èç êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ
îòìå÷åííîé òî÷êîé â ãðóïïû): (X, x) 7→ πi(X, x);
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6. òåíçîðíûå/ñèììåòðè÷åñêèå/âíåøíèå ñòåïåíè ìîäóëÿ íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì;

7. ôóíêòîð Ãàëóà (êîíòðàâàðèàíòíûé) èç êàòåãîðèè ðàñøèðåíèé Ãàëóà ïîëÿ k (ìîð-
ôèçìû � âêëþ÷åíèÿ) â ãðóïïû: K 7→ Gal(K/k)

8. . . .

Ìíîãèå èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü íà ÿçûêå ôóíêòîðîâ. Íàïðèìåð, ïðåä-
ñòàâëåíèå ãðóïïû G íàä ïîëåì k � ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî ôóíêòîð èç êàòåãîðèè 10 èç ñïèñêà
â êàòåãîðèþ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðåäïó÷îê ìíîæåñòâ (àáåëåâûõ ãðóïï, êîëåö, . . .)
íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X � ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî êîíòðàâàðèàíòíûé ôóíêòîð èç
êàòåãîðèè îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ (àáåëåâûõ ãðóïï, êîëåö, . . .)
Êîììóòàòèâíûé êâàäðàò â êàòåãîðèè C � ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî ôóíêòîð èç êàòåãîðèè

• //

�� ��

•

��
• // •

â êàòåãîðèþ C.
Î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèÿ ôóíêòîðîâ è òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð,

à òàêæå èçîìîðôèçì êàòåãîðèé. Îäíàêî èçîìîðôèçìû êàòåãîðèé äîñòàòî÷íî ðåäêè, ê
ýòîìó ìû åù¼ âåðí¼ìñÿ.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êàòåãîðèé C è D îïðåäåëÿåòñÿ êàê êàòåãîðèÿ C × D, îáúåêòû
êîòîðîé � ïàðû (A,B), ãäå A ∈ Ob C, B ∈ ObD, à ìîðôèçìû èç (A1, B1) â (A2, B2) � ýòî
HomC(A1, A2)× HomD(B1, B2).

Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ. Îïðåäåëèì ôóíêòîð Hom : C◦ × C → Sets:
íà îáúåêòàõ (A,B) 7→ HomC(A,B), íà ìîðôèçìàõ (f, g) ∈ HomC◦×C((A1, B1), (A2, B2)) ïå-
ðåõîäèò â

u ∈ HomSets(HomC(A1, B1),HomC(A2, B2)),

ãäå äëÿ h ∈ Hom(A1, B1) èìååì u(h) = ghf ∈ Hom(A2, B2):

A1
h // B1

g

��
A2

f

OO

u(h) // B2

.

Ïðîâåðèì, ÷òî Hom � äåéñòâèòåëüíî ôóíêòîð. Ïóñòü (f1, g1) � ìîðôèçì èç (A1, B1) â
(A2, B2) (ãäå f1 ∈ Hom(A2, A1), à g1 ∈ Hom(B1, B2)), à (f2, g2) � ìîðôèçì èç (A2, B2) â
(A3, B3). Òîãäà èõ êîìïîçèöèÿ � ìîðôèçì (f1f2, g2g1). Ôóíêòîð Hom ïåðåâîäèò ýòè òðè
ìîðôèçìà â ìîðôèçìû u : Hom(A1, B1)→ Hom(A2, B2), v : Hom(A2, B2)→ Hom(A3, B3) è
w : Hom(A1, B1)→ Hom(A3, B3), íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî vu = w. Âîçüì¼ì ýëåìåíò h ∈
Hom(A1, B1). Ïî îïðåäåëåíèþ, u(h) = g1hf1, v(u(h)) = g2(g1hf1)f2, à w(h) = (g2g1)h(f1f2),
òî åñòü, âñ¼ ñîøëîñü.

A1
h // B1

g1
��

g2g1

��

A2

f1

OO

g1hf1 // B2

g2
��

A3

f2

OO
f1f2

HH

g2g1hf1f2 // B3
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Íàêîíåö, îïðåäåëèì ìîðôèçìû ôóíêòîðîâ.
Ïóñòü F è G � ôóíêòîðû èç C â D. Ìîðôèçìîì ôóíêòîðîâ èëè åñòåñòâåííûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì ôóíêòîðîâ èç F â G íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ φ(A) : F (A) → G(A),
ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî îáúåêòà A â C, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà f : A → B â C
äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

F (A)
φ(A) //

F (f)
��

G(A)

G(f)
��

F (B)
φ(B) // G(B).

Êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ ôóíêòîðîâ è òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ôóíêòîðà îïðåäå-
ëÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà ôóíêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ òî÷íûõ òðîåê êîìïëåêñîâ: îáúåêòû � òî÷íûå òðîéêè êîìïëåê-
ñîâ ìîäóëåé íàä ôèêñèðîâàííûì êîëüöîì, ìîðôèçìû � êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû âèäà

0 // K•1 //

��

L•1 //

��

M•
1

//

��

0

0 // K•2 // L•2 //M•
2

// 0.

Çàäà÷à 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî H i(K), H i(L), H i(M) � ôóíêòîðû íà ââåä¼ííîé êàòåãîðèè, à
ñâÿçûâàþùèé ãîìîìîðôèçì δi : H i(M)→ H i+1(K) � ìîðôèçì ôóíêòîðîâ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, Ω � ôèêñèðîâàííûé A-ìîäóëü. Îïðåäåëèì
ôóíêòîð äóàëèçàöèè (êîíòðàâàðèàíòíûé) ∗ : X 7→ HomA(X,Ω).
a)Ïîñòðîéòå ìîðôèçì ôóíêòîðîâ IdA−mod → ∗∗; b)Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòîò ìîðôèçì � èçî-
ìîðôèçì äëÿ êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ k-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è Ω = k.

Íàì áóäåò âàæåí ñëåäóþùèé ïðèìåð. Îïðåäåëèì ãîìîòîïè÷åñêóþ êàòåãîðèþ êîì-
ïëåêñîâ K(A−Mod). Å¼ îáúåêòû � êîìïëåêñû A-ìîäóëåé, à ìîðôèçìû � ìîðôèçìû êîì-
ïëåêñîâ ïî ìîäóëþ ãîìîòîïèè, òî åñòü

HomK(A−Mod)(K
•, L•) = HomKom(A−Mod)(K

•, L•)/{ìîðôèçìû, ãîìîòîïíûå íóëþ}.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîçèöèè â òàêîé êàòåãîðèè íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè îäíî-
ãî èç äâóõ êîìïîíèðóåìûõ ìîðôèçìîâ íà ìîðôèçì, ãîìîòîïíûé íóëþ, êîìïîçèöèÿ òàêæå
èçìåíÿåòñÿ íà ìîðôèçì, ãîìîòîïíûé íóëþ. Ýòî íåñëîæíîå óïðàæíåíèå áûëî ïðåäëîæåíî
íà ïðîøëîé ëåêöèè.

Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ òàâòîëîãè÷åñêèé ôóíêòîð Kom(A−Mod) → K(A−Mod). Òàêæå
çàìåòèì, ÷òî âçÿòèå i-é êîãîìîëîãèè îïðåäåëÿåò ôóíêòîð H i íà êàòåãîðèè Kom(A−Mod)
â êàòåãîðèþ A−Mod. Åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêòîðà íà ãîìîòîïè÷åñêîé êàòåãîðèè:

Kom(A−Mod) Hi
//

��

A−Mod.

K(A−Mod)

Hi

55

Äåéñòâèòåëüíî, íà îáúåêòàõ (ò.å. êîìïëåêñàõ) ýòîò ôóíêòîð îïðåäåë¼í. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
åãî íà ìîðôèçìàõ íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãîìîòîïíûå ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ èíäóöèðóþò
îäèíàêîâûå îòîáðàæåíèÿ íà êîãîìîëãèÿõ � à ýòî áûëî ïîêàçàíî íà ïðîøëîé ëåêöèè.
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Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ââåä¼ííûå íà ïðîøëîé ëåêöèè ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè �
ýòî èçîìîðôèçìû â êàòåãîðèè K(A−Mod). À ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå êîìïëåêñû �
âñåãî ëèøü èçîìîðôíûå îáúåêòû â ýòîé êàòåãîðèè.

Ïóñòü X � îáúåêò íåêîòîðîé êàòåãîðèè C. Îïðåäåëèì ôóíêòîð òî÷åê hX : C◦ → Sets
ðàâåíñòâàìè:

hX(Y ) = Hom(Y,X)

íà îáúåêòàõ,
hX(f)(−) = − ◦ f : Hom(Y1, X)→ Hom(Y2, X)

äëÿ ìîðôèçìà f ∈ HomC◦(Y1, Y2) = HomC(Y2, Y1). Ôóíêòîð C◦ → Sets, èçîìîðôíûé ôóíê-
òîðó hX äëÿ íåêîòîðîãî X, íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûì, à X íàçûâàåòñÿ îáúåêòîì, ïðåä-
ñòàâëÿþùèì ýòîò ôóíêòîð.

Çàäà÷à 5. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ôóíêòîðà êî-òî÷åê hX è êîïðåäñòàâèìîãî ôóíêòîðà.

Çàäà÷à 6 (ëåììà Éîíåäû). a)Ïóñòü F : C◦ → Sets � ôóíêòîð, à X � îáúåêò C. Ïî-
ñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ìîðôèçìîâ ôóíêòîðîâ èç hX â F è ìíîæåñòâîì
F (X). b)Ïðîâåðüòå, ÷òî HomFun(hX , hY ) = HomC(X, Y ) (ïåðâîå ìíîæåñòâî � ìîðôèçìû
ôóíêòîðîâ). c)Ïðîâåðüòå, ÷òî îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ïðåäñòàâèìûé ôóíêòîð, îïðåäå-
ë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå X 7→ hX çàäà¼ò
âëîæåíèå êàòåãîðèè C â êàòåãîðèþ êîíòðàâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ C → Sets.

Ìíîãèå êîíñòðóêöèè óäîáíî îïèñûâàòü íà ÿçûêå ïðåäñòàâèìûõ ôóíêòîðîâ.
Ïóñòü Xi, i ∈ I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ êàòåãîðèè C. Ïðîèçâåäåíèåì Xi íàçû-

âàåòñÿ îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð
∏

iHom(−, Xi). Êîïðîèçâåäåíèåì Xi íàçûâàåòñÿ
îáúåêò, êîïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð

∏
iHom(Xi,−). Ïî ëåììå Éîíåäû ïðîèçâåäåíèå è

êîïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, åñëè ñóùåñòâóþò. Îáîçíà÷åíèÿ:
∏

iXi è
∐

iXi.
Ïðèìåðû: ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ � ýòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, êîïðîèçâå-

äåíèå â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ � ýòî íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå. Ïðîèçâåäåíèå è êîïðîèçâåäåíèå
â êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì íàçûâàþòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì è ïðÿìîé ñóììîé,
îíè èçîìîðôíû äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Ïðîèçâåäåíèå è êîïðîèçâåäåíèå â êàòå-
ãîðèè ïîäìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà � ýòî ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå.

Çàäà÷à 7. Îïèøèòå ïðîèçâåäåíèå è êîïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè a) êîììóòàòèâíûõ êî-
ëåö; b) êîëåö; c) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ; d) óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ; e) ãäå
îáúåêòû � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, èç m â n åñòü åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, åñëè m|n.
Çàäà÷à 8. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî îáúåêòà êàòåãîðèè ÷åðåç ïðåäñòà-
âèìûå ôóíêòîðû.

Åù¼ ïðèìåðû: òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé M è N � ýòî ìîäóëü, êîïðåäñòàâëÿþ-
ùèé ôóíêòîðX 7→ ìíîæåñòâî áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèéM×N → X. Òåíçîðíàÿ àëãåáðà k-
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V � ýòî îáúåêò, êîïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð A 7→ Homk−vect(V,A)
íà êàòåãîðèè àññîöèàòèâíûõ k-àëãåáð.
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