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Ëèñòîê 8. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à 0. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0:

(a) F (x, y) = x2 − y2, (b) F (x, y) = x2 + y2 − 1, (c) F (x, y) = x3 + y2.

Íàéäèòå âî âñåõ ïóíêòàõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè F (ò. å. òî÷êè, â êîòîðûõ gradF = 0). Íàéäèòå

âñå òî÷êè, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ óêàçàííûå ìíîæåñòâà çàäàþòñÿ êàê ãðàôèê ôóíêöèè a) y = f(x), b)

x = g(y).

Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè ôàêòè÷åñêè îáúÿñíÿåò â îêðåñòíîñòè êàêèõ òî÷åê ìíîæåñòâî óðîâíÿ

F (x, y) = 0 ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè. Ìû ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î íåÿâ-

íîé ôóíêöèè.

Ñîîáðàæåíèÿ ìîíîòîííîñòè

Çàäà÷à 1. Ïóñòü F (x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà R2 è F (x0, y0) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíèê Π = [x0 − α, x0 + α]× [y0 − β, y0 + β] òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ [x0 − α, x0 + α] ôóíêöèÿ

y 7→ F (x, y) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [y0 − β, y0 + β]. Äîêàæèòå, ÷òî óìåíüøàÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè α è β

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà {(x, y) : F (x, y) = 0} ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì Π ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì

íåêîòîðîé ôóíêöèè y = f(x).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è 1 ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ çàäà÷è 2 ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è

∂F

∂y
(x0, y0) > 0,

òî óìåíüøàÿ ïî íåîáõîäèìîñòè α ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà

íà [x0 − α, x0 + α] è

f ′(x) = −
∂F
∂x (x, f(x))
∂F
∂y (x, f(x))

.

Çàäà÷à 4. Ïåðåíåñèòå óòâåðæäåíèÿ çàäà÷ 1�3 íà ñëó÷àé, êîãäà x ∈ Rn.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü φ1(x, y) è φ2(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæå-

íèå φ : R2 7→ R2, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè {
u = φ1(x, y)

v = φ2(x, y)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå (x0, y0) ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ φ îòëè÷åí îò íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òà-

êèå îêðåñòíîñòè U((x0, y0)) è V ((u0, v0)), ãäå u0 = φ1(x0, y0) è v0 = φ2(x0, y0), ÷òî îòîáðàæåíèå φ : U 7→ V

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, ò. å. φ � áèåêöèÿ è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå φ−1 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-

åìî.

Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü (X, ϱ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X 7→ X ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîá-

ðàæåíèåì, ò. å. ϱ(f(x), f(y)) ≤ qϱ(x, y) äëÿ âñåõ x, y è íåêîòîðîãî q ∈ (0, 1). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x: f(x) = x.

Çàäà÷à 7. Ñòóäåíò Âàñÿ âûøåë èç ñâîåãî äîìà è ïîøåë â óíèâåðñèòåò. Íà ïîëïóòè ê óíèâåðñèòåòó îí

ðåøèë ïðîãóëÿòü ïàðó è ïîéòè íà êàòîê. Íà ïîëïóòè ê êàòêó îí ïîäóìàë, ÷òî ëó÷øå ïîéòè â êèíî. Îäíàêî

íà ïîëïóòè ê êèíîòåàòðó îí ñíîâà ïåðåäóìàë è ñâåðíóë ê óíèâåðñèòåòó. Êóäà ïðèäåò ñòóäåíò Âàñÿ, åñëè

îí áóäåò ïðîäîëæàòü äâèãàòüñÿ òàêèì îáðàçîì?

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, ò. å.

åñëè f è g � ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ íà ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî

∀ ε > 0∃ δ > 0: sup
z

ϱ(f(z), g(z)) ≤ δ =⇒ ϱ(xf , xg) ≤ ε,

ãäå xf , xg � íåïîäâèæíûå òî÷êè äëÿ f è g.
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Çàäà÷à 9. Ïóñòü F (x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà R2 è F (x0, y0) = 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî J = ∂F
∂y (x0, y0) ̸= 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ G(x, y) = y− J−1F (x, y). ßñíî, ÷òî G(x, y) = y ðàâíîñèëüíî

óðàâíåíèþ F (x, y) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) ∂G
∂y (x0, y0) = 0 è

∣∣∣∂G∂y (x0, y0)
∣∣∣ ≤ 1/2 â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå [x0 − α, x0 + α]× [y0 − β, y0 + β];

(b) óìåíüøàÿ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, α ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ [x0 − α, x0 + α] îòîáðàæåíèå

y 7→ G(x, y) îòîáðàæàåò îòðåçîê [y0 − β, y0 + β] â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì;

(c) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ìíîæåñòâî óðîâíÿ {(x, y) : F (x, y) = 0} ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì

íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè y = f(x).

Ïðåèìóùåñòâî ïîäõîäà, èñïîëüçóþùåãî òåîðåìó î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè, ïåðåä ñîîáðàæåíèÿìè

ìîíîòîííîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ìíîãîìåðíûé

ñëó÷àé.

Çàäà÷à 10. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü

Fk(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà Rm
x ×Rn

y è Fk(x0, y0) = 0 ïðè 1 ≤ k ≤ n. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ìàòðèöà J =
(

∂Fk

∂yj
(x0, y0)

)
íåâûðîæäåíà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U(x0)

è V (x0) è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f1, . . . , fn, ÷òî ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòè U × V ñ ìíî-

æåñòâîì {(x, y) : Fk(x, y) = 0, k = 1, . . . , n} ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì {(x, y) : x ∈ U, yi = fi(x), i = 1, . . . , n}.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì φ : Rn 7→ Rn ëîêàëüíî, ò. å. êàê îòîáðàæåíèå íåêî-

òîðîé âîçìîæíî ìàëîé îêðåñòíîñòè U(x0) íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü V (φ(x0)), ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

äèôôåîìîðôèçìîâ, ìåíÿþùèõ ëèøü îäíó êîîðäèíàòó. Â ÷àñòíîñòè, àôôèííîå îòîáðàæåíèå φ(x) = Ax+b,

detA ̸= 0, ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé, â êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû êðîìå îäíîé íå èçìåíÿþòñÿ,

à îäíà ìåíÿåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ: xi 7→ xi + β, xi 7→ λ · xi èëè xi 7→ xi + xk.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü γ(t) = (x(t), y(t)) � êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, çàäàííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè

ôóíêöèÿìè x(t) è y(t), ãäå t ∈ [0, 1]. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàþùàÿ êðèâóþ γ íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ, åñëè

âî âñåõ òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ âåêòîð ñêîðîñòè γ̇ îòëè÷åí îò íóëÿ è íå ïàðàëëåëåí ïðÿìîé l. Äîêàæèòå, ÷òî

ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ òðàíñâåðñàëüþ êîíå÷íî.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü F (x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì gradF ̸= 0. Ïóñòü ìíî-

æåñòâî G = {(x, y) : F (x, y) = 0} íåïóñòî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè (x0, y0) ∈ G íàéäåòñÿ îêðåñò-

íîñòü U((x0, y0)) è äèôôåîìîðôèçì φ, îòîáðàæàþùèé îêðåñòíîñòü U(x0, y0) íà îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê

Π = (−1, 1)× (−1, 1) òàêèì îáðàçîì, ÷òî φ(G
∩
U) = {(x, y) : x ∈ (−1, 1), y = 0}.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü φ : R2 7→ R2 � äèôôåîìîðôèçì. Ñäåëàéòå çàìåíó êîîðäèíàò y = φ(x) â ñèñòåìå

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẏ1 = v1(y1, y2), ẏ2 = v2(y1, y2). Îáúÿñíèòå ïî÷åìó óäîáíåå çàïèñûâàòü

âåêòîðíîå ïîëå (v1, v2) â âèäå v1
∂

∂y1
+ v2

∂
∂y2

.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü H(p, q) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è ∂
∂qH ̸= 0. Ñäåëàéòå çàìåíó

ïåðåìåííûõ u = p, v = H(p, q) â ñèñòåìå óðàâíåíèé ṗ = − ∂
∂qH, q̇ = ∂

∂pH.

Çàäà÷à 16. Ñäåëàéòå çàìåíó ïåðåìåííûõ u = x+ t è v = x− t â óðàâíåíèè ∂2f
∂t2 − ∂2f

∂x2 = 0 è ðåøèòå åãî.

Çàäà÷à 17. Ñäåëàéòå çàìåíó ïåðåìåííûõ u = x+y, v = x è w = xz−y â óðàâíåíèè ∂2z
∂x2 −2 ∂2z

∂x∂y +
∂2z
∂y2 = 0

è ïîëó÷èòå óðàâíåíèå íà íîâóþ ôóíêöèþ w = w(u, v).


