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Ëèñòîê 6. Äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Ïóñòü N,M � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R. Îòîáðàæåíèå L : N 7→ M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

L(αx+βy) = αL(x)+βL(y) äëÿ âñåõ α, β ∈ R è x, y ∈ N . Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå åùå íàçûâàþò ëèíåéíûì

îïåðàòîðîì. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî N,M � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü L � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç N â M . Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâè-

âàëåíòíû:

(a) L � íåïðåðûâíî;

(b) L � íåïðåðûâíî â íóëå;

(c) ñóùåñòâóåò ÷èñëî C òàêîå, ÷òî ∥L(x)∥ ≤ C∥x∥ äëÿ âñåõ x.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü L(x) = x(0) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç C[0, 1] â R. ßâëÿåòñÿ ëè îíî íåïðåðûâíûì,

åñëè íà C[0, 1] çàäàíà íîðìà a) ∥x∥ = max[0,1] |x(t)|, b) ∥x∥ =
∫ 1

0
|x(t)| dt?

Çàäà÷à 3.∗ Äîêàæèòå, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî N êîíå÷íîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèÿ èç N â R íåïðåðûâíî.

Ïîëîæèì

∥L∥ = sup
x : ∥x∥≤1

∥L(x)∥

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî çàäà÷å 1 (ñ) ýòî âûðàæåíèå êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L � íåïðåðûâíûé

îïåðàòîð (åùå ãîâîðÿò, ÷òî L � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð)

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ∥L∥ � íîðìà íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ∥L1 ◦ L2∥ ≤ ∥L1∥∥L2∥.
Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî sup íåëüçÿ çàìåíèòü íà max.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü L(x) = Ax : Rn 7→ Rn, ãäå A � ìàòðèöà n × n. Äîêàæèòå, ÷òî ∥L∥ ðàâíà
√
λ, ãäå λ �

íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû AA∗.

Îòîáðàæåíèå f : N 7→ M íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì (ïî Ôðåøå) â òî÷êå a ∈ N , åñëè f îïðåäåëåíî

â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð La : N 7→ M , ÷òî

lim
h→0

∥f(a+ h)− f(a)− La(h)∥
∥h∥

= 0.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð L íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a è îáîçíà÷àþò ÷åðåç df(a, h).

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìû íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è

íàéäèòå èõ äèôôåðåíöèàëû:

(a) f(x) = L(x) � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð;

(b) f : Rn 7→ R, f(x) = ∥x∥2 = x2
1 . . .+ x2

n;

(c) f : Mn 7→ Mn, f(x) = xk, ãäå Mn � ìàòðèöû n× n;

(d) f : Mn 7→ Mn, f(x) = x−k;

(e) f : Mn 7→ Mn, f(x) = ex;

(f) f : Mn 7→ R, f(x) = detx;

(g) f : C[0, 1] 7→ R, f(x) =
∫ 1

0
|x(t)|2 dt.

Ïðåäåë

∂hf(a) = lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t

íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ïî âåêòîðó h. Åñëè ∥h∥ = 1, òî ∂hf(a) íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ h.

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð La : N 7→ M , ÷òî ∂hf(a) = La(h) äëÿ âñÿêîãî

h ∈ N , òî ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f : N 7→ M äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ãàòî â òî÷êå a ∈ N .

Çàäà÷à 9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f : R2 7→ R, ó êîòîðîé äëÿ âñÿêîãî h ñóùåñòâóåò ∂hf(0), íî

ôóíêöèÿ f íå äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â x = 0.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå âëå÷åò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Ãàòî, íî

îáðàòíîå íåâåðíî.
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Çàäà÷à 11. Ïóñòü f : N 7→ M äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è îòîáðàæåíèå b 7→ Lb

íåïðåðûâíî â òî÷êå a. Äîêàæèòå, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå â òî÷êå a.

Ïóñòü f : Rn 7→ R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Òîãäà df(a, · ) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Rn 7→ R è åãî

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå df(a, h) = c1h1+ . . .+ cnhn. Âåêòîð (c1, c2, . . . , cn) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè

f òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∇f(a) èëè gradf(a).

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) ck = ∂ekf(a), ãäå ek = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . 0) (âûðàæåíèå ∂ekf(a) îáîçíà÷àþò ÷åðåç ∂f(a)
∂xk

è íàçûâàþò

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî xk);

(b) max∥h∥=1 ∂hf(a) = ∥gradf(a)∥.
Çàäà÷à 13. Ïóñòü f, g : N 7→ M � äèôôåðåíöèðóåìûå â òî÷êå a îòîáðàæåíèÿ è h : M 7→ K � äèôôåðåí-

öèðóåìî â òî÷êå f(a). Äîêàæèòå, ÷òî

(a) d(f + g) = df + dg;

(b) d(fg) = f(a)dg + g(a)df ;

(c) åñëè g(a) ̸= 0, òî d( fg ) =
g(a)df−f(a)dg

g2(a) ;

(d) dh ◦ f = dh ◦ df .
Çàäà÷à 14. Ñóùåñòâóåò ëè äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå f : R2 7→ R2, îòîáðàæàþùåå îñü àáñöèññ íà

ãðàôèê ôóíêöèè y = |x| ?
Çàäà÷à 15. Ïóñòü f : Rn 7→ R è γ : [0, 1] 7→ Rn � äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî

d

dt
f(γ(t)) = df(γ̇(t)) =

n∑
k=1

∂f(γ(t))

∂xk
ẋk(t).

Çàäà÷à 16. Îïèøèòå âñå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ ∂f
∂x+

∂f
∂y = 0.

Çàìåòèì, ÷òî dxk (äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x) = xk) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà Rn, ïðè÷åì

âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ L ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå L = a1dx1 + a2dx2 + . . . + andxn. Åñëè çàäàíî

îòîáðàæåíèå ω : x 7→ Lx, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rn ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

Lx, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà U çàäàíà 1-ôîðìà ω èëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω ñòåïåíè 1. Äàëåå ïèøåì

ω(x) = a1(x)dx1 + . . . + an(x)dxn. Òèïè÷íûé ïðèìåð 1-ôîðìû � äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f . Ôîðìó ω

ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ãëàäêîìó ïóòè γ : [0, 1] 7→ U ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
γ

ω =

∫ 1

0

a1(γ(t))ẋ1(t) + . . .+ an(γ(t))ẋn(t) dt.

Êðèâóþ ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ t(τ),

îòîáðàæàþùàÿ [0, 1] íà [0, 1], íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé çàìåíîé ïàðàìåòðà, åñëè t′ ̸= 0.

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü âûðàæåíèÿ
∫
γ
ω íå çàâèñèò îò äîïóñòèìîé çàìåíû ïàðàìåòðà t(τ), à

çíàê ìåíÿåòñÿ èëè íå ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò îòðèöàòåëüíîñòè èëè ïîëîæèòåëüíîñòè t′.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî

∫
γ

df = f(γ(1))− f(γ(0)).

Çàäà÷à 19. Ïóñòü γ � ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ (γ(0) = γ(1)) êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (0, 0).

Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå
1

2π

∫
γ

xdy − ydx

x2 + y2

ðàâíî öåëîìó ÷èñëó. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà γ(t) = (cosnt, sinnt). Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé

ñìûñë ýòîãî öåëîãî ÷èñëà?

Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå d
(
arctg y

x

)
.

Åñëè ôîðìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ôîðìà òî÷íàÿ. Èç

çàäà÷è 19 âèäíî, ÷òî íå âñÿêàÿ 1-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Çàäà÷à 20. Ïóñòü ak(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂ak

∂xi
= ∂ai

∂xk
.

Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà a1dx1 + . . .+ andxn ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè f .

Óêàçàíèå: f(x) =

∫ 1

0

x1a1(tx) + . . .+ xnan(tx) dt.


