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Ëèñòîê 4. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x, y) íåïðåðûâíîé âäîëü âñÿêîé ïðÿìîé, íî ðàçðûâíîé ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà ïî x è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî y, ò. å. supx |f(x, y)−f(x, y0)| → 0

ïðè y → y0. Äîêàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ

áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé f íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. (Óêàçàíèå: ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ó ïðåäåëà òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè åñòü òî÷êà íåïðåðûâíîñòè.)

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè è îáðàùàåòñÿ â íîëü íà

ñ÷åòíîì âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå â R2. Äîêàæèòå, ÷òî f ≡ 0. (Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü òåîðåìó Áýðà.)

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C([0, 1]× [0, 1]) ñåïàðàáåëüíî.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíîé áèåêöèè êîìïàêòà íà êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé áèåêöèè

(a) îòðåçêà íà êâàäðàò (b) îòðåçêà íà îêðóæíîñòü (c) îêðóæíîñòè íà êðóã.

Ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ?

Çàäà÷à 8. (a) Âñÿêóþ ëè ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå h(φ(x) + ψ(y)), ãäå

h, φ, ψ � ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé h, φ, ψ íà R òàêèõ, ÷òî

xy = h(φ(x) + ψ(y)).

Âûâåäèòå èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà h(φ(x) + ψ(y)) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â

ïðîñòðàíñòâå C([0, 1]× [0, 1]).

Çàäà÷à 9.∗ Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà h(φ(x) + ψ(y)) íèãäå íå ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå

C([0, 1]× [0, 1]).

Çàäà÷à 10. (a) Âñÿêóþ ëè ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ f(x, y, z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå h(z, g(x, y)),

ãäå h, g � ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ?

(b) Ìîæíî ëè ôóíêöèþ xy + yz + xz ïðåäñòàâèòü â óêàçàííîì âûøå âèäå ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé h è g?

Çàäà÷à 11. Ïóñòü ∆ = [0, 4] è ∆j = ∆+5j, ãäå j ∈ Z. ×åðåç Ik, k = 1, 2, . . . 5, îáîçíà÷èì ñèñòåìó îòðåçêîâ

âèäà ∆k
j = ∆j + k.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà x ëåæèò â êàêîì-òî èç èíòåðâàëîâ ñèñòåìû Ik äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . 5,

êðîìå áûòü ìîæåò îäíîãî.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà (x, y) ëåæèò â êàêîì-òî èç êâàäðàòîâ ∆k
ij = ∆k

i × ∆k
j äëÿ âñåõ k =

1, 2, . . . 5, êðîìå áûòü ìîæåò äâóõ.

(ñ) Ïóñòü φ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííà íà îòðåçêàõ ∆j . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ýòèõ îòðåçêàõ

ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì íà ðàçíûõ îòðåçêàõ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå,

÷òî ôóíêöèÿ φ(x) +
√
2φ(y) ïîñòîÿííàÿ íà êâàäðàòàõ ∆ij = ∆i × ∆j , ïðè÷åì íà ðàçíûõ êâàäðàòàõ îíà

ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Äàëåå ÷åðåç N−1∆j îáîçíà÷àåì îòðåçêè [0, 4N−1] + 5N−1j. Ïîëàãàåì N−1∆k
j = N−1∆j + kN−1.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ψ è âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî N

è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ, ÷òî φ ïîñòîÿííà íà âñÿêîì N−1∆j , ïðèíèìàåò íà ýòèõ îòðåçêàõ ðàöèîíàëüíûå

çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì íà ðàçíûõ îòðåçêàõ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, è max[0,1] |ψ(x)− φ(x)| < ε.

Ïóñòü f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1] × [0, 1] è M = max[0,1]2 |f(x, y)|. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ äå-

êàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ïÿòè ïðîñòðàíñòâ C([0, 1]). Çàìåòèì, ÷òî X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Y (f) íàáîðîâ (φ1, φ2, . . . , φ5) èç X,òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàéäóòñÿ (ñâîè)

íåïðåðûâíûå íà R ôóíêöèè h1, h2, . . . , h5, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

sup
t

|hk(t)| ≤M/3, max
[0,1]2

∣∣∣f(x, y)− 5∑
k=1

hk(φk(x) +
√
2φk(y))

∣∣∣ < 5

6
M. (∗)

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî Y (f) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X.

Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé íàáîð (ψ1, ψ2, . . . , ψ5) èç X. Ïîêàæåì, ÷òî ñêîëü óãîäíî áëèçêî (ïî ìåòðèêå X)

ê ýòîìó íàáîðó íàéäåòñÿ íàáîð èç Y (f). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 12 íàéäåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå

N è ôóíêöèè φk òàêèå, ÷òî φk ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ψk íà [0, 1] è φk ïîñòîÿííà íà âñåõ îòðåçêàõ N−1∆k
j ,

ïðè÷åì íà êàæäîì èç ýòèõ îòðåçêàõ îíà ïðèíèìàåò ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, íà ðàçíûõ îòðåçêàõ � ðàçíûå

çíà÷åíèÿ.

Â êàæäîì êâàäðàòå N−1∆k
i × N−1∆k

j âûáåðåì òî÷êó (ξij , ηij) è ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ hk

òàê, ÷òî hk(φk(x) +
√
2φk(y)) =

1
3f(ξij , ηij).

Çàäà÷à 14. Ïîñòðîéòå òàêóþ ôóíêöèþ hk.

Óâåëè÷èâàÿ N (ò. å. óìåíüøàÿ êâàäðàòû) ìîæíî ñ÷èòàòü êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà êàæäîì êâàäðàòå

N−1∆k
i ×N−1∆k

j ìåíüøå M/6. Òîãäà

|f(x, y)−
5∑

k=1

hk(φk(x) +
√
2φk(y))| <

M

6
+

2M

3
=

5M

6
.

Çàäà÷à 15. Îáîñíóéòå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî.

Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî Y (f) íå ïóñòî è ïëîòíî â X. Âûáåðåì â C([0, 1]×[0, 1]) ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå

ìíîæåñòâî ôóíêöèé fl.

Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî
∩∞

l=1 Y (fl) ̸= ∅. (Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü òåîðåìó Áýðà.)

Ïóñòü (φ1, . . . , φ5) ∈
∩∞

l=1 Y (fl).

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ C([0, 1] × [0, 1]) íàéäóòñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

h1, . . . , h5, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (*) ñ ôóíêöèÿìè (φ1, . . . , φ5).

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå òåîðåìó À.Í.Êîëìîãîðîâà: äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x, y) íà [0, 1]×[0, 1]

íàéäóòñÿ òàêèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè hk è φk îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî

f(x, y) =
5∑

k=1

hk(φk(x) +
√
2φk(y)).

Çàäà÷à 19∗. Îáîáùèòå ðåçóëüòàò çàäà÷è 18 íà ñëó÷àé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn).

Çàäà÷à 20∗. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü h1 = h2 = . . . = h5 = h.


