
ÍÌÓ, Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ (2-é ñåìåñòð). Ëèñòîê 3. 28 ôåâðàëÿ 2014 ã.

Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

Çàäà÷à 1. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñôåð Sk1×Sk2× . . .×Skn âêëàäûâàåòñÿ â åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè (Rk1+...+kn+1).

(á) Ïóñòü çàìêíóòîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèåMn âêëàäûâàåòñÿ â Rn+1. Äîêàæèòå, ÷òîMn×Sk

âêëàäûâàåòñÿ â Rn+k+1.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè dx2 + dy2 íà ïëîñêîñòè â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ.

Çàäà÷à 3. Äëÿ ñôåðû x2 + y2 + z2 = R2

(à) íàéäèòå ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ïåðåïèøèòå åå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ; â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ íà ïëîñêîñòè Oxy ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç òî÷êè (0, 0, 1); â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ íà òîé æå ïëîñêîñòè;

(á) íàéäèòå äëèíó îêðóæíîñòè è ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà ρ;
(â) îïðåäåëèòå âòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ãàóññîâó è ñðåäíþþ êðèâèçíû.

à òàêæå ãàóññîâó è ñðåäíþþ êðèâèçíû äëÿ ñôåðû ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà x2 + y2 + z2 = R2.

Ïñåâäîñôåðîé, èëè ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî, íàçûâàåòñÿ îäíà èç êîìïîíåíò (ñêàæåì z > 0)
äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà z2−x2−y2 = 1. Ìåòðèêà íà ïñåâäîñôåðå çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà

íåå ïñåâäîåâêëèäîâîé ìåòðèêè dx2+dy2−dz2. Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ èç òî÷êè (0, 0,−1) ïåðåâîäèò
ïñåâäîñôåðó â êðóã x2 + y2 < 1 (ìîäåëü Ïóàíêàðå). Äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå w = i1−z

1+z ,

ïåðåâîäèò êðóã |z|2 < 1 â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imw > 0 (ìîäåëü Êëåéíà).

Çàäà÷à 4. Óáåäèòåñü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà ïñåâäîñôåðå, çàäàííàÿ òàêèì îáðàçîì,

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, ìåòðèêîé. Âû÷èñëèòå ìåòðèêó íà ïëîñêîñòè

Ëîáà÷åâñêîãî âî âñåõ òðåõ ìîäåëÿõ è íàéäèòå åå êðèâèçíó.


