
íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ äéææåòåîãéáìøîáñ çåïíåôòéñ, ÷åóîá 2014 ç

ìåëãéé 8{11.

1. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ
ðÕÓÔØ M = T ∗N | ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ë ÇÌÁÄËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ N . ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

T(a;�)M , ÇÄÅ a ∈ N É � ∈ T ∗aN , ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ TaN ⊕ T ∗aN (ÐÏÞÅÍÕ?). üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
1-ÆÏÒÍÕ � ÎÁ M ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(a; �)(v; �) def= 〈�; v〉, ÇÄÅ v ∈ TaN , � ∈ T ∗aN . åÓÌÉ q1; : : : ; qn | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÎÁ N × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a, É p1; : : : ; pn | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ T ∗aN (ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
� = ∑n

i=1 pi(�) dqi ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ � ∈ T ∗aN), ÆÏÒÍÁ � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ � = ∑n
i=1 pi dqi. åÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ

! def= d� = ∑n
i=1 dpi ∧ dqi, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ É ÚÁÍËÎÕÔ (ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÏÞÅÎ), ÔÁË ÞÔÏ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.
çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N → M ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐ-

ÎÙÍ, ÅÓÌÉ f∗! = 0, ÇÄÅ ! | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ M . ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ⊂ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÌÁÇÒÁÎÖÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ dimN = dimM=2 É ×ÌÏÖÅÎÉÅ � : N ,→M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÅ ' ÎÁ N ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ ÇÒÁÆÉË | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �' def= {(a; '(a)) ∈
T ∗aN | a ∈ N} ⊂ T ∗N . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, dim �' = dimN = dimT ∗N=2. ëÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, T(a;'(a)�' = %'(TaN),
ÇÄÅ %'(v) def= {(v;Lv') ∈ TaN ⊕ T ∗aN = T(a;'(a)T ∗N . ôÏÇÄÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ � ÎÁ T ∗N ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ %∗'� = ', É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, %∗'! = d'. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �' ⊂ T ∗N ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Ï
(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ T ∗N) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ
' ÚÁÍËÎÕÔÁ.

2. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÓÔÙ
ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈M ÚÁÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ  (a) = T ∗aM →

TaM , ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ a; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, (�; �) def= 〈�;  (a)�〉| ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å T ∗aM .
ôÏÇÄÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å C∞(M) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ {f; g}(a) def= (df(a); dg(a)) = 〈df(a);  (a)dg(a)〉.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. 1) ïÐÅÒÁÃÉÑ {·; ·} ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ É ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕ-

ÍÅÎÔÕ: {fh; g} = f{h; g}+ h{f; g}, {f; gh} = {f; g}h+ {f; h}g.
2) ìÀÂÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ C∞(M), Ñ×ÌÑÀÝÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ É ×ÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕ-

ÍÅÎÔÕ, ÅÓÔØ {·; ·} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ  .
3) ïÐÅÒÁÃÉÑ {; } ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ  (a)∗ = − (a) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a.
4) åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ  (a) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ M ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ É ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ 2-ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ M , ÚÁÄÁÎÎÁÑ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ !(a)(�; �) = 〈 −1(a)�; �〉, ÚÁÍËÎÕÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ {·; ·} ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ: {{f; g}; h}+ {{g; h}; f}+ {{h; f}; g} = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ C∞(M). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ \ÔÏÇÄÁ" ÉÚ ÐÕÎËÔÁ 3 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ \ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ" ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 ××ÅÄÅÍ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ∈ M ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ xi, i = 1; : : : ; n, É
ÐÕÓÔØ {xi; xj}(x) def=  ij(x) | ÔÅÎÚÏÒ  × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ôÏÇÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ∑
i �pi @�

qr

@xi + �qi @�rp@xi + �ri @�pq@xi = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ p; q; r = 1; : : : ; n × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÔÅÈ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ! = !ij(x)dxi∧dxj , ÇÄÅ !ij jk = �ki

(ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÔ 1 ÄÏ n ÐÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ; �ki = 1 ÐÒÉ i = k É 0 ÉÎÁÞÅ).
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏ xs, ÐÏÌÕÞÉÍ @!ij

@xs  
jk + !ij @ 

jk

@xs = 0. õÍÎÏÖÁÑ ÎÁ !km, ÐÏÌÕÞÉÍ @!im
@xs = −!km!ij @ 

jk

@xs .
ðÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÉÎÄÅËÓÙ ÐÏ ÃÉËÌÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ @!ms

@xi = −!ks!mj @ 
jk

@xi É @!si
@xm = −!ki!sj @ 

jk

@xm . úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ
! ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ @!im

@xs + @!ms
@xj + @!sj

@xm = 0, ÔÏ ÅÓÔØ !km!ij @ 
jk

@xs + !ks!mj @ 
jk

@xi + !ki!sj @ 
jk

@xm = 0. õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ  mp iq sr, ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ¤

âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ C∞(M), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ (Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÝÁÑ ÎÁ C∞(M) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ) É Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ, ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÏÊ ÓËÏÂËÏÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M . óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ M
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×Õ ÓËÏÂËÕ.

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.
1



ðÒÉÍÅÒ 1 (ÓËÏÂËÁ ìÉ{âÅÒÅÚÉÎÁ). ðÕÓÔØ g | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ [·; ·], É ÐÕÓÔØ f; g :∈
C∞(g∗) | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÁÎÓÔ×Å. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ g∗ ÉÍÅÅÍ
df(a); dg(a) ∈ T ∗a g∗ = g. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÏÂËÕ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ g∗ ÆÏÒÍÕÌÏÊ {f; g}(a) = 〈a; [df(a); dg(a)]〉;
Ó×ÏÊÓÔ×Á 1{4 ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏ×ÅÒËÏÊ. óËÏÂËÁ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ a ∈ g∗ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ
× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).

þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ: g = so3, ÔÁË ÞÔÏ g∗ = R3. âÁÚÉÓ × sl3 ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ a1; a2; a3.
íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ a1 ÔÁËÉÅ: (a1)23 = −(a1)32 = 1, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ; ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
a2 É a3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. éÍÅÅÍ [a1; a2] = a3 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÉÎÄÅËÓÏ× ÐÏ ÃÉËÌÕ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, so3 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ R3 Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×, Á ÐÕÁÓÓÏÎÏ×Á ÓËÏÂËÁ ÆÕÎËÃÉÑ f
É g ÒÁ×ÎÁ {f; g}(x) = 〈x;∇f(x)×∇g(x)〉. üÔÁ ÓËÏÂËÁ ÎÅ ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: so3 ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ
É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ  : T ∗M → TM | ÐÕÁÓÓÏÎÏ× ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , É ÔÏÞËÁ a ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ÏÂÒÁÚ L(x) ⊂ TxM ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ  (x) ÐÒÉ x ∈ U ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L(x); x ∈ U ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÅÄÅÍ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x1; : : : ; xn, É ÐÕÓÔØ  ij(x) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×Á
ÔÅÎÚÏÒÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(x) ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ vp(x) = (�ps(x))ns=1, p = 1; : : : ; n. ôÏÇÄÁ [vp(x); vq(x)] =(∑n

i=1 �pi(x)@�
qr(x)
@xi − �qi(x)@�

pr(x)
@xi

)n
r=1. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ [vp(x); vq(x)] = ∑n

i=1 vi(x)@�
pq(x)
@xi ;

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. ¤

ðÕÓÔØ N ⊂ M | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ L. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, TxN = L(x) É, ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, T ∗xN = L(x)⊥ ⊂ T ∗xM . ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ �(x) ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(x)⊥ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ N ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×Á ÓËÏÂËÁ Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ; ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ N . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ L ÏÐÒÅÄÅÌÑ-
ÅÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M (ÔÏÞÎÅÅ, × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U) ÓÌÏÅÎÉÅ, ÎÁ ÓÌÏÑÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ
ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. óÌÏÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÌÉÓÔÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÌÉÓÔÁÍÉ ÓËÏÂËÉ ìÉ{âÅÒÅÚÉÎÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å g∗ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÝÅÇÏ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÁÌÇÅÂÒÙ g. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë ÏÒÂÉÔÅ; ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

3. çÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Ù ÄÅÊÓÔ×ÉÑ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÍÅÎÔÁ
ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÓÉÍÐÌÅËÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. éÎÙÍÉ

ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ g ∈ G, É Rg : M →M | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ (Rg)∗! = ! (! | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ
ÆÏÒÍÁ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ u ∈ g = TeG | ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ËÒÉ×ÏÊ g(t); t ∈ R, g(0) = e,
g′(0) = u. ôÏÇÄÁ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ×ÅËÔÏÒ (Ru)(a) def= d

dtRg(t)(a)
∣∣
t=0 ∈ TaM . ôÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g × ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ M ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ
(ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ: R[u;v] = [Ru;Rv] (× ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓËÏÂËÁ | ÏÐÅÒÁÃÉÑ × g, × ÐÒÁ×ÏÊ | ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ).

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ R É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ R É ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ g ∈ G
É u ∈ g ×ÍÅÓÔÏ Rg É Ru.

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ v ∈ g ÆÏÒÍÁ �v! ÚÁÍËÎÕÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. d�v! = (d�v + �vd)! (ÐÏÓËÏÌØËÕ ! ÚÁÍËÎÕÔÁ) = Lv ! (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÔÁÎÁ) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ
v ∈ g. ¤

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ f; g ∈ C∞(M) É  | ÐÕÁÓÓÏÎÏ× ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ M . ôÏÇÄÁ [ df;  dg] =  d{f; g}.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×Á ÔÅÎÚÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ {f; h} = � dudv = L du v ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÈ u; v ∈ C∞(M). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ h ∈ C∞(M) ÐÏÌÕÞÉÍ L[ df; dg] h = [L df ;L dg]h = {f; {g; h}} −
{g; {f; h}} = {{f; g}; h} (ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ) = L d{f;g} h. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ h ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÌÅÍÍÙ. ¤

äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ-ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ v ∈ g ÆÏÒÍÁ �v! ÔÏÞÎÁ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ Hv ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �v! = dHv. åÓÌÉ M Ó×ÑÚÎÏ (ÞÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊ-
ÛÅÍ) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H0

DR(M) = R, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Hv ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,
ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ v; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ Hv ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
v ÌÉÎÅÊÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : M → g∗ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÏÍÅÎÔÁ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
Hv(a) def= 〈�(a); v〉 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈M É v ∈ g. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÍÅÎÙ Hv 7→ Hv + 〈b; v〉, ÇÄÅ
b ∈ g∗; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ � ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.



ðÒÉÍÅÒ 3. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ S1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ T2 = S1×S1 Ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! = d'1∧d'2 (ÚÄÅÓØ
d' | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ \ÕÇÌÏ×ÁÑ" 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ S1), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ Aei�(ei�1 ; ei�2) = (ei�1+�; ei�2), ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ
ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ-ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍ: � @

@'
! = d'2 | ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÎÏ

ÎÅ ÔÏÞÎÁ.
ðÒÉÍÅÒ 4. äÅÊÓÔ×ÉÅAm1;:::;mn ÇÒÕÐÐÙ ìÉ (S1)n ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Cn Ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! = i∑n

k=1 dzi∧
d�zi, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ A(u1;:::;un)(z1; : : : ; zn) = (um1

1 z1; : : : ; umnn zn), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ-ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍ. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÂÁÚÉÓ × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓËÏÂËÏÊ) Rn ÇÒÕÐÐÙ (S1)n ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ
×ÅËÔÏÒÙ @

@'k , k = 1; : : : ; n. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ Cn = R2n Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ xk = Re zk, yk = Im zk, k = 1; : : : ; n;
ÔÏÇÄÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÒÁ×ÎÁ ∑n

s=1 dxs ∧ dys. ðÏÌÅ @
@'k ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ R2n ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÐÏÌÅ

vk = mk(yk @
@xk − xk @

@yk ). éÍÅÅÍ �vk! = mk(xk dxk + yk dyk) = dHvk , ÇÄÅ Hvk = mk
2 (x2

k + y2
k) = mk

2 |zk|2.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÍÅÎÔÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ �(z) = 1

2 (m1 |z1|2 ; : : : ;mn |zn|2).
ôÅÏÒÅÍÁ 3. dH[v1;v2] = d{Hv1 ;Hv2} ÄÌÑ ×ÓÅÈ v1; v2 ∈ g.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÁ,  dHv = v. ôÏÇÄÁ  d{Hv1 ;Hv2} = [ dHv1 ;  dHv2 ] (ÐÏ
ÌÅÍÍÅ 2) = [v1; v2] =  dH[v1;v2]. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÁÓÓÏÎÏ× ÔÅÎÚÏÒ  ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÏÎ
ÏÂÒÁÔÉÍ, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ¤

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ C(v1; v2) def= H[v1;v2] − {Hv1 ;Hv2} = const. ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏ× Hv 7→ Hv + 〈b; v〉 ÐÒÏÉÓ-
ÈÏÄÉÔ ÚÁÍÅÎÁ C(v1; v2) 7→ C(v1; v2) + 〈b; [v1; v2]〉.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ck(g) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (k + 1)-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ '(v0; : : : ; vk), ÇÄÅ ×ÓÅ vi ∈ g.
óÉÍ×ÏÌÏÍ d : Ck−1(g) → Ck(g) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (d')(v0; : : : ; vk) def=∑

0≤i<j≤k(−1)i+j−1'([vi; vj ]; v0; : : : ; v̂i; : : : ; v̂j ; : : : ; vk).

ìÅÍÍÁ 3. d2 = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g (Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-

ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ).
ìÅÍÍÁ 4. æÕÎËÃÉÑ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ËÏÃÉËÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ g; ÚÁÍÅÎÁ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë
ÎÅÊ ËÏÇÒÁÎÉÃÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (dC)(v0; v1; v2) = C([v0; v1]; v2)−C([v0; v2]; v1)+C([v1; v2]; v0) = {H[v0;v1]; Hv2}−H[[v0;v1];v2]+
ÅÝÅ Ä×Á ÞÌÅÎÁ Ó ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÓËÏÂËÁ ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÙ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ {H[v0;v1];Hv2} = {{Hv0 ;Hv1};Hv2}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÍÍÁ
×ÓÅÈ 6 ÞÌÅÎÏ× × ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ: ÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ ÄÌÑ
ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÏÊ ÓËÏÂËÉ, Á ÞÌÅÎÙ Ó ÞÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ | × ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g É ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ Hv ÏÔ v. ¤

ë×ÁÚÉ-ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÃÉËÌ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÇÒÁ-
ÎÉÃÅÊ (ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ËÏÃÉËÌ ÓÔÁÌ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ É ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï H[v1;v2] = {Hv1 ;Hv2}. íÙ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÙ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ×ÙÂÒÁÎÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË.
ôÅÏÒÅÍÁ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÍÅÎÔÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×ÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÕÁÓÓÏÎÏ×Õ ÓËÏÂËÕ ÎÁ
M × ÓËÏÂËÕ ìÉ{âÅÒÅÚÉÎÁ ÎÁ g∗: ÅÓÌÉ f; g : g∗ → R | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ {f ◦ �; g ◦ �} = {f; g} ◦ �.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ É ÌÅ×ÁÑ, É ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉ-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ
ìÉ C∞(g∗), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ f É g | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô.Å. f; g ∈ g. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ f ◦ � = Hf , g ◦ � = Hg, ÔÁË ÞÔÏ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ {Hf ;Hg} = H[f;g] = {f; g} ◦ � ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÓËÏÂËÉ ìÉ{âÅÒÅÚÉÎÁ. ¤

4. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 5. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �−1(0) = {a ∈ M | ∀v ∈ gHv(a) = 0} ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
ÇÒÕÐÐÙ G. åÓÌÉ 0 | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �, ÔÏ ÑÄÒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ~! ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
N def= �−1(0) × ÔÏÞËÅ a ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ v(a), ÇÄÅ v ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ g, Á ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ∈ g, v 6= 0, ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ �(a) = 0, ÔÏ Hw(a) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ w ∈ g. ðÕÓÔØ u; v ∈ g, ÔÏÇÄÁ (LuHv)(a) =
{Hu;Hv}(a) = H[u;v](a) = 0. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

åÓÌÉ 0 | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �, ÔÏ N = �−1(0) = {a | Hv(a) = 0∀v ∈ g} | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, ÔÏ � ∈ Ta�−1(0) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÑÄÒÕ ÅÅ



ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ N , ÅÓÌÉ ��!(a) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÕ TaN ⊂ TaM , Ô.Å. ��!(a) = dHv(a) = �v!(a) ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ g. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ! ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ � = v.

åÓÌÉ �(a) = 0 É v(a) = 0, ÇÄÅ v ∈ g, ÔÏ dHv(a) = 0. îÏ ÔÏÇÄÁ �′(a)v = 0, É a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ
�. ¤

ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ �−1(0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ NG;a ⊂ �−1(0),
ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ a É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë ÏÒÂÉÔÁÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ! ÎÁ NG;a ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÑÄÒÁ, ÔÁË ÞÔÏ NG;a | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ M
ÐÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ M == G.
ðÒÉÍÅÒ 5. æÁËÔÏÒ Cn == S1 ÐÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ u(z1; : : : ; zn) = (uz1; : : : ; uzn) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ CPn−1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ S1 ÏÄÎÏÍÅÒÎÁ; ÐÏÌÅ @

@' ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÀ ∑n
s=1 xs @

@ys − ys @
@xs ÎÁ Cn = R2n, ÇÄÅ zs =

xs+iys. ôÏÇÄÁ � @
@'
! = dH, ÇÄÅ H = 1

2
∑n
s=1 |zs|2−b ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ b ∈ R. ôÅÐÅÒØ N = �−1(0) |

ÓÆÅÒÁ {z |∑n
s=1 |zs|2 = 2b}, Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ �−1(0)→ �−1(0)=S1 = Cn == S1 | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ.


