
Упражнения 8. Ренормгруппа и тензор энергии-импульса
( Сканы/фото решений данных упражнений принимаются до: 24.04.14

на e-mail: grigory@princeton.edu )

Упражнение 1: Покажите, что вариация композитного поля Oα(x) есть

δεOα(x) = εµ(x)∂µOα(x) +
Dβ

α

d
(∂µε

µ)Oβ(x) + члены с ∂ν∂λε
µ и.т.д. (0.1)

Упражнение 2: Решите специальные конформные тождества Уорда для n = 1, 2, 3. Вы должны
получить для n = 1, 2:

1. 〈Φα(x)〉 = 0,

2. 〈Φα(x1)Φβ(x2)〉 =
Gαβ

|x1 − x2|2Dα
, Gαβ = 0, если Dα 6= Dβ. (0.2)

Найдите вид трех-точечной функции 〈Φα(x1)Φβ(x2)Φγ(x3)〉.

Упражнение 3: Покажите, что в случае d = 2, уравнение

∂µvν + ∂νvµ − δµν(∂λv
λ) = 0 (0.3)

имеет бесконечно много решений.

Упражнение 4: Покажите, что специальное конформное преобразование xµ → xµ + ǫvµ(x), где
vµ = bµx2 − 2xµ(bx) является решением уравнения

∂µvν + ∂νvµ −
2

d
δµν(∂λv

λ) = 0. (0.4)

Также покажите, что не существует решения данного уравнения выше второго порядка по x:

vµ = αµ + βµαx
α + γµαβx

αxβ + δµαβγx
αxβxγ + и.т.д, (0.5)

при d > 3 (d размерность пространства).

Упражнение 5*: (Данное упражнение является продолжением Упражнения 2 для высших кор-
реляционных функций, делать его не обязательно!) Итак, рассмотрим специальные поля Φi(xi),
для которых закон преобразования (0.1) записывается как

δεΦi(xi) = εµ(xi)
∂

∂xµ
i

Φi(xi) +
Di

d
(
∂εµ(xi)

∂xµ
i

)Φi(xi) + члены с ∂ν∂λε
µ и.т.д. (0.6)

Как мы уже знаем трансляционная инвариантность (xµ
i → xµ

i + ǫµ) приводит к тому, что корряля-
ционная функция 〈Φ1(x1)...Φn(xn)〉 зависит только от разностей xij = xi − xj , i, j = 1, .., n, i < j.
Далее у нас в запасе есть тождества Уорда для диллатаций и специальных конформных преобра-
зований. Покажите, что их можно записать как1

n
∑

i=1

(

xµ
i

∂

∂xµ
i

+Di

)

〈Φ1(x1)...Φn(xn)〉 = 0,

n
∑

i=1

(

2xν
i x

µ
i

∂

∂xµ
i

− x2
i

∂

∂xi ν

+ 2Dix
ν
i

)

〈Φ1(x1)...Φn(xn)〉 = 0. (0.7)

1Мы используем здесь верхние и нижние индексы, но будем предполагать, что мы работаем в пространстве

Евклида, то есть с метрикой gµν = δµν , тогда позиция индесов не важна.
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Можно искать общее решение данных уравнений в виде анзатца

〈Φ1(x1)....Φn(xn)〉 = H(x1, ..., xn)F (u1, ..., un(n−3)/2), (0.8)

где H(x1, ..., xn) =
∏

i<j(xi − xj)
−2γij , а F — произвольная функция конформных инвариантнов

uk, k = 1, .., n(n−3)/2. Найдите коэффициенты γij, исходя из требования, чтобы после подстановки
данного анзатца в уравнения (0.7), получались следующие уравнения для F (u1, ..., un(n−3)/2):

n
∑

i=1

xµ
i

∂

∂xµ
i

F (u1, ..., un(n−3)/2) = 0,

n
∑

i=1

(

2xν
i x

µ
i

∂

∂xµ
i

− x2
i

∂

∂xi ν

)

F (u1, ..., un(n−3)/2) = 0.. (0.9)

Далее очевидно, что если данные уравнения верны для всех uk, k = 1, .., n(n− 3)/2:

n
∑

i=1

xµ
i

∂

∂xµ
i

uk = 0,

n
∑

i=1

(

2xν
i x

µ
i

∂

∂xµ
i

− x2
i

∂

∂xi ν

)

uk = 0, (0.10)

то они и верны для произвольной функции F (u1, ..., un(n−3)/2). Теперь, используя анзатц для uk:

uk =
∏

i<j

(xi − xj)
2βk

ij , (0.11)

найдите уравнения для βk
ij исходя из (0.10) и покажите, что действительно существует n(n−3)

2

независимых решений. Найдите общий вид корреляционной функции 〈Φ1(x1)Φ2(x2)Φ3(x3)Φ4(x4)〉.
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