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Ïðîñòðàíñòâà Lp è ðÿäû Ôóðüå

Ïðîñòðàíñòâî L2([−π, π]) � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =

∫ π

−π
f(x)g(x)dµ,

ãäå f è g ôóíêöèè íà [−π, π] ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì.

1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî: |(x, y)| 6 ‖x‖ · ‖y‖.
2. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Þíãà, äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíåíî∣∣∣∣∫

X
fgdµ

∣∣∣∣ 6 (∫ |f |pdµ) 1
p
(∫
|f |qdµ

) 1
q

,

åñëè èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóþò è 1
p+

1
q = 1. Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ

íåðàâåíñòâîì Ãåëüäåðà.

3∗. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî: ïðè p > 1 âûïîëíåíî(∫
X
|f(x) + g(x)|pdµ

) 1
p

6

(∫
X
|f(x)|pdµ

) 1
p

+

(∫
X
|g(x)|pdµ

) 1
p

,

åñëè èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóþò.

4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé 1, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx, . . . îðòîãîíàëüíà â

L2([−π, π]).
5. Íàéäèòå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) â L2([−π, π]). Êàê

âûãëÿäèò ðÿä Ôóðüå è ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ íà îòðåçêå [−l, l]?
6. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè y = x2 â ðÿä Ôóðüå íà ïðîìåæóòêå [−1, 1]. Ïîñòðîéòå

ãðàôèê ñóììû ðÿäà Ôóðüå.

7. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè y = π−x
2 â ðÿä Ôóðüå íà ïðîìåæóòêå [0, 2π). Ïîñòðîéòå

ãðàôèê ñóììû ðÿäà Ôóðüå.

8. Ñ ïîìîùüþ ðÿäà èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîëó÷èòå ôîðìóëó äëÿ ñóììû ðÿäà

S(x) =

∞∑
n=1

cosnx

n2
.

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f : R→ C àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà R, òî∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x)eiλxdx

∣∣∣∣ 6 ∫ +∞

−∞

∣∣∣f(x+
π

λ
)− f(x)

∣∣∣ dx.
10. Ïóñòü f(x) ∈ L2(R) è xf(x) ∈ L2(R). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ L1(R).


