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Èçìåðèìûå ôóíêöèè

1. (åäèíñòâåííîñòü ëåáåãîâñêîãî ïðîäîëæåíèÿ). Ïóñòü µ̃ � σ-àääèòèâíàÿ ìåðà íà íåêîòîðîé σ-
àëãåáðåA ïîäìíîæåñòâ Rn, ñîäåðæàùåé âñå ïàðàëëåëåïèïåäû âèäà I1×. . .×In (ãäå I1, . . . , In ⊂ Rn

� ïðîìåæóòêè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà I ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
µ̃(I) = µ(I) (µ � ìåðà Ëåáåãà). Äîêàæèòå, ÷òî µ̃(A) = µ(A) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó
A ∈ A.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâî R, èìåþùåå ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó,
ñîäåðæèò íåèçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ c(x) â êîíöàõ îòðåçêà [0, 1], ïîëàãàÿ c(0) = 0 è c(1) = 1, à çàòåì

äîîïðåäåëèì åå íà ¾ñðåäíåé òðåòè¿ [1/3, 2/3] ýòîãî îòðåçêà ôîðìóëîé c(x) = (c(0) + c(1))/2.
Çàòåì ïðîäåëàåì òó æå ïðîöåäóðó ñ îòðåçêàìè [0, 1/3] è [2/3, 1] â èòîãå ïîëó÷èì ôóíêöèþ

íà ìíîæåñòâå {0} ∪ [1/9, 2/9] ∪ [1/3, 2/3] ∪ [7/9, 8/9] ∪ {1}, ïðèíèìàþùóþ íà îòðåçêàõ [1/9, 2/9]
è [7/9, 8/9] çíà÷åíèÿ 1/4 è 3/4 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ôóíêöèþ

c : D → [0, 1], ãäå D ⊃ [0, 1] \ C, à C � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ c : D → [0, 1] åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ
äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè c : [0, 1]→ [0, 1]. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâîé ëåñòíèöåé.

á) Äîêàæèòå, ÷òî c(x) íå óáûâàåò íà [0, 1], è c′(x) = 0 ï.â. íà [0,1].
â) Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâî ìåðû íîëü ïåðåõîäèò â ìíîæåñòâî

ìåðû íîëü?
ã) Âåðíî ëè, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îòîáðàæàþò èçìåðèìûå ìíîæåñòâà â èçìåðèìûå?
Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé (èëè èíäèêàòîðîì) ìíîæåñòâà A ⊆

X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ χA : X → {0; 1}, ðàâíàÿ 1 íà A è 0 íà X \ A. Åñëè A ⊆ 2X � àëãåáðà

ìíîæåñòâ, òî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé âèäà χA (A ∈ A) íàçûâàþòñÿ A-ïðîñòûìè.
4. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, A ⊆ 2X � σ-àëãåáðà.
à) Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f : X → R A-èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} A-ïðîñòûõ ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f .
á) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f : X → R A-èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} A-ïðîñòûõ ôóíêöèé, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ ê f(x).
Ïóñòü I ⊆ R � ïðîìåæóòîê. Ôóíêöèÿ f : I → R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó, åñëè îíà

(M(R);Bor(R))-èçìåðèìà, è áîðåëåâñêîé, åñëè îíà (Bor(R);Bor(R))-èçìåðèìà.
5. Ïóñòü I ⊆ R � ïðîìåæóòîê.
à) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : I → R � áîðåëåâñêàÿ.
á) Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, A ⊆ 2X � σ-àëãåáðà, f : X → R � A-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, g : R→ R

� áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî g ◦ f � A-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ f : I → R ýêâèâàëåíòíà (ò.å. ðàâíà

ïî÷òè âñþäó) áîðåëåâñêîé.
6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì (âçàèìíîîäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

îáðàòíîå ê êîòîðîìó òîæå íåïðåðûâíî) îäíîãî îòðåçêà íà äðóãîé, ïåðåâîäÿùèé íåêîòîðîå èçìåðèìîå
ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî â íåèçìåðèìîå. (Óêàçàíèå: òðåáóåìûé ãîìåîìîðôèçì ìîæíî èçãîòîâèòü,
¾ïîäïðàâèâ¿ êàíòîðîâó ëåñòíèöó.)

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè
f : R→ R ìîæåò íå áûòü èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó.

â) Âåðíî ëè, ÷òî êîìïîçèöèÿ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé èçìåðèìà ïî Ëåáåãó?
ã) Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ï. (á), ïðèäóìàéòå åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èçìåðèìûõ

ïî Ëåáåãó íåáîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé.
ä) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó íåáîðåëåâñêèå ôóíêöèè íà R.



Âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Çàêîí
íóëÿ èëè åäèíèöû.

Âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà ïðîñòðàíñòâå Ω íàçûâàåòñÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà µ, òàêàÿ, ÷òî

µ(Ω) = 1.

Çà Ω âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö

Ω = {ω0, ω1, . . . |ωi = 0 èëè 1, i = 0, 1, . . .}.

Áàçîé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâà Ωω1,...,ωn âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ
îäèí è òîò æå íà÷àëüíûé êóñîê ω1, . . . , ωn, à â êà÷åñòâå ìåðû ìîæíåñòâà Ωω1,...,ωn âîçüìåì ñëåäóþùóþ
ìåðó:

m(Ωω0,...,ωn) =

n∏
i=0

ri, ri =

{
p, ωi = 0;

1− p, ωi = 1.
,

ãäå p ∈ [0, 1]. Ïîñòðîèì ëåáåãîâî ïðîäîëæåíèå µ ìåðû m, çàäàííîé íà ïîëóêîëüöå, îáðàçîâàííîì
ìíîæåñòâàìè âèäà Ωω0,...,ωn .

7∗. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö, èíàâðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî
ñäâèãà, èìååò ìåðó µ, ðàâíóþ 0 èëè 1.

(Ïîä ñäâèãîì ïîíèìàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå (ω0, ω1, ω2, . . .) 7→ (ω1, ω2, ω3, . . .).)
8∗. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö èíàâðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî

èçìåíåíèÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå çíàêîâ èìååò ìåðó 0 èëè 1.
9∗. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ R ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

∑∞
n=0 ωnx

n, ðàâåí îäíîé è òîé æå
êîíñòàíòå äëÿ ïî÷òè âñåõ ω = (ω0, ω1, ω2, . . .) èç ïðîñòðàíñòâà Ω.


