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Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèè, çàäàííûå íåÿâíî II.

1. Âû÷èñëèòå ÿêîáèàíû ïåðåõîäà îò (à) ïîëÿðíûõ, (á) ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì

êîîðäèíàòàì.

2. Ïóñòü U ⊂ R3, f ∈ C(1)(U), è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå F íå îáðàùàþòñÿ â íîëü â íåêîòîðîé

òî÷êå. Ïóñòü x = x(y, z), y = y(x, z), z = z(x, y) � ôóíêöèè, íåÿâíî çàäàííûå óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = 0. Íàéäèòå ∂x
∂y

∂y
∂z

∂z
∂x .

3. Ïîêàæèòå, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ

xn + c1x
n−1 + . . .+ cn = 0

ãëàäêî çàâèñÿò îò åãî êîýôôèöèåíòîâ, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïîêà âñå êîðíè ðàçëè÷íû.

4. Ïóñòü f : R2 → R2 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå óðàâíåíèé Êîøè-

Ðèìàíà
∂f1
∂x1

=
∂f2
∂x2

,
∂f1
∂x2

= −∂f2
∂x1

.

(à) Ïîêàæèòå, ÷òî ÿêîáèàí òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ â íåêîòîðîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìàòðèöà f ′(x) â ýòîé òî÷êå íóëåâàÿ.

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè f ′(x) 6= 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x îïðåäåëåíî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
f−1, êîòîðîå òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé Êîøè-Ðèìàíà.

5. Ïóñòü U � îáëàñòü â R, f : U → R, f ′′(x) > 0, x ∈ U . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ

êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f . Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî
êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî êàê y = px−g(p), òî åñòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
p ìîæíî âçÿòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé, à g(p) = f̂(p) � ôóíêöèÿ îò p, îïðåäåëåííàÿ
íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Û çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

Ëåæàíäðà ôóíêöèè f .
6. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî f̂ ′′ > 0 äëÿ âñåõ x ∈ Û .
7. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèé (à) f(x) = ex, (á) f(x) = xα

α , α > 1.

8. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Þíãà: f(x) + f̂(p) > px. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî

xα

α
+
pβ

β
> px, åñëè α, β > 1,

1

α
+

1

β
= 1.

9. Ïðîâåðüòå, ÷òî
ˆ̂
f = f .

Îãèáàþùåé ñåìåéñòâà êðèâûõ {γt}, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t, íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ γ, åñëè
îíà â êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàåòñÿ õîòÿ áû îäíîé êðèâîé ñåìåéñòâà γt è êàæäûì ñâîèì

îòðåçêîì êàñàåòñÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýòèõ êðèâûõ.

10. Ïóñòü {γt}t∈I � ñåìåéñòâî êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, çàäàííûõ íåÿâíî:

γt = {(x, y)|ft(x, y) = 0},

ãäå ft � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì dft 6= 0 íà γt. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, x, y) = ft(x, y)
òàêæå ãëàäêàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ ft(x, y) = 0 ðàâíàE = {(x, y)|f(t, x, y) =
∂
∂tf(t, x, y) = 0}.

11. Ïóñòü I0 ⊂ I è ϕ : I0 → R2 � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, êàñàþùàÿñÿ γt â òî÷êå ϕ(t) äëÿ âñåõ t.
Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(I0) ⊂ E.

12. Íàéäèòå îãèáàþùóþ ñåìåéñòâà îòðåçêîâ äëèíû l ñ êîíöàìè íà ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóîñÿõ.

13. Íàéäèòå ãðàíèöó çîíû äîñÿãàåìîñòè ñíàðÿäà (êðèâóþ áåçîïàñíîñòè) ïðè ñòðåëüáå èç

àðòèëåðèéñêîãî îðóäèÿ ñ ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 ïîä ïðîèçâîëüíûìè óãëàìè ê ãîðèçîíó.


