
Çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ â òåîðèè ÷èñåë.
Çàäàíèå ñîñòàâèëà Ùåäðèíà Äàðüÿ.

Çàäà÷à 1

Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 2 ÷èñëà, ïðîèçâîëüíî âçÿòûõ èç ìíîæåñòâà {1, 2,
... n} îêàæóòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. ×òî ïðîèñõîäèò ïðè n→∞?

Çàäà÷à 2

Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà:
Äîêàæèòå, ÷òî

n! ∼
√
2nπ(

n

e
)n.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå ÖÏÒ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïëîòíîñòüþ It>0e

−tdt.

Çàäà÷à 3

Ïðèáëèæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:
α ∈ [0, 1] íàçîâåì íîðìàëüíî ïðèáëèæàåìûì, åñëè ∃c, ε > 0 è âûïîëíÿåòñÿ

∀q ∈ N minp∈Z|α− p
q
| ≥ c

q2+ε
. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íîðìàëüíî ïðèáëèæàåìûõ

÷èñåë èìååò ìåðó 1.
Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ñëåäóþùåé ëåììîé:
Aq = {α ∈ [0, 1]| minp∈Z|α− p

q
| < c

q2+ε
}

òîãäà µ{limAq = 0}.(Åå íóæíî äîêàçàòü, èëè ðàçîáðàòü äîêàçàòåëüñòâî).

Çàäà÷à 4

Âåðîÿòíîñòíîå äîêàçàòåëüñòâî Ôîðìóëû Ýéëåðà: X - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì:

P (X = n) =
1

ζ(s)ns
;

1 < p1 < p2... - ïðîñòûå ÷èñëà Ak = {pk|X};
1) Íàéäèòå P (Ak);
2) Äîêàæèòå, ÷òî Ak íåçàâèñèìû;
3) Äîêàæèòå, ÷òî ζ(s) =

∏
(1− 1

ps
)−1.

Çàäà÷à 5

ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns
.



Äîêàæèòå, ÷òî ïðè l > 0

M(|ζ(σ + iτ)|l) =M(
1

ζ(σ + iτ)l−2
)ζ l−1(2σ);

Çäåñü M(f(t)) = limT→∞
1
2T

∫ T
−T f(t)dt - ñðåäíåå çíà÷åíèå M(f(t)).

Ïîäðîáíåå ñì. â êíèãå Ì. Êàö "Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü â òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé, àíàëèçå è òåîðèè ÷èñåë"ãëàâà 3 ï.5.

Çàäà÷à 6

Îáîçíà÷èì σ(n) - ñóììà âñåõ äåëèòåëåé n.
à)Äîêàæèòå, ÷òî M(σ(n)

n
) = π2

6
;

Óêàçàíèå: Ïóñòü n =
∏
pαp äîêàæèòå, ÷òî

σ(n)

n
=

∏
(1 +

1

p
+

1

p2
...+

1

pαp
)

Çàòåì äîêàæèòå, ÷òî σ(n)
n

=
∑

k|n
1
k
;

á) Îáîçíà÷èì ϕ(n) - ôóíêöèÿ Ýéëåðà (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
âûðàæàåò êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìåíüøèõ n, è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n ïîäðîáíåå ñì. È.
Ì. Âèíîãðàäîâ "Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë"ñò. ãë. 2 ïàðàãðàô 4);

Äîêàæèòå, ÷òî M(ϕ(n)
n

) = 6
π2 ;

Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òîϕ(n)
n

=
∑

d|n
µ(d)
d
;

â) Îáîçíà÷èì d(n) - ÷èñëî äåëèòåëåé n è ν(n) - ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé n.
Äîêàæèòå, ÷òî M( d(n)

2ν(n)
) =

∏
p(1 +

1
2p(p−1)) <∞;

Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî d(n) =
∏

p(αp(n) + 1);

Çäåñü M(f(n)) = limN→∞
1
N

∑N
n=1 f(n).

Ïîäðîáíåå â "Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, àíàëèçå è
òåîðèè ÷èñåë"ãëàâà 4.

Çàäà÷à 7

Òåîðåìà Õàðäè - Ðàìàíóäæàíà. Îáîçíà÷èì ω(n) - ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äå-
ëèòåëåé n.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1 c2 ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ m
ìåíüøèõ n, ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé êîòîðûõ ðàâíî k

Nn(ω(m) = k) <
c1n(ln(lnn) + c2)

k−1

(k − 1)!lnn
;

Óêàçàíèå: 1) Äîêàæèòå, ÷òî
∑n

m=1(ω(m)− ln(lnn))2 = Bn(ln(lnn));
2)Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà-

þùåé ïðè n → ∞ ôóíêöèè ψ(n) âûïîëíåíîψ2(n)ln(lnn)Nn(|ω(m) − ln(lnn)| >
ψ(n)

√
ln(lnn)) = Bn(ln(lnn)).

Ïîäðîáíåå P.Turan "On a theorem of Hardy and Ramanujan"J.London Math. Soc.
1934, 9, 274-276



Çàäà÷à 8

νn = Nn
n
. Çäåñü, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å Nn(...) - êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìåíüøèõ n

è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ â ñêîáêàõ.

pG(x) =
1√
2π

∫ +∞
−∞ e−

x2

2 dx.

Äîêàæèòå, ÷òî νn(
ω(m)−ln(lnn)√

ln(lnn)
< 0) ∼ 1

lnn

∑ (ln(lnn))k−1

(k−1)! ∼
∫ 0

−∞ pG(u)du ãäå ñóììè-

ðîâàíèå áåðåòñÿ ïî âñåì k < ln(lnn) + x
√
ln(lnn)

Óêàçàíèå: Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ïðè (1 + o(1))ln(lnn) < x <
cln(lnn)

νn(ω(m) < x) ∼ 1

lnn

∑
1≤k<x

(ln(lnn))k−1

(k − 1)!

Äàëüøå âîñïîëüçóéòåñü ÖÏÒ äëÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì ln(lnn).

Çàäà÷à âåðíà ïðè âñåõ x, íî ìîæíî äîêàçàòü òîëüêî ïðè x = 0.

Çàäà÷à 9

ν(n) - ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé n.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ν(n) íà îòðåçêå [1...N ] ðàâíî ln(lnN) + B +

O( 1
lnN

).
Ðåêëàìà: êîíñòàíòà B ñîâïàäàåò ñ êîíñòàíòîé â ôîðìóëå:

∑
p≤x

1
p
= ln(lnx) +

B +O( 1
lnx

).
Ïîäðîáíåå â êíèãå Áóõøòàá À. À. "Òåîðèÿ ÷èñåë"ãëàâà 35.

Çàäà÷à 10

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ g = 2 - ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü (ýëåìåíò â Z/pZ ïîðÿäêà p − 1 ïîäðîáíåå ñì. È. Ì. Âèíîãðàäîâ "Îñíîâû
òåîðèè ÷èñåë"ãëàâà 6.) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïëîòíîñòü. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íå
èçâåñòíî.
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