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5. ôåïòéñ íïòóá.

úÁÄÁÞÁ 1. Á) ðÕÓÔØ p0; : : : ; pn | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉ-
ÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f : RPn → R, ÚÁÄÁÎÎÏÊ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x = [x0 : x1 : · · · : xn] ÆÏÒÍÕÌÏÊ
f(x) =

Pn
i=0 pix2

iPn
i=0 x2

i
. îÁÊÄÉÔÅ ÉÎÄÅËÓÙ ×ÓÅÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË. Â) ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ f−1(c) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅ-

ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ c. ×) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ f−1(c) ÄÌÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ c.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ CP 2 ÆÕÎËÃÉÀ íÏÒÓÁ Ó ÔÒÅÍÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 3. ïÓÔÒÏ× × ÏËÅÁÎÅ ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕ ËÏÌØÃÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ É ÐÏ
ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÐÅÒÅ×ÁÌ (ÒÅÌØÅÆ ÓÞÉÔÁÅÍ ÍÏÒÓÏ×ÓËÉÍ).
úÁÄÁÞÁ 4. ûÁÒÎÉÒÎÙÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 3 ÓÔÅÒÖÎÅÊ A1A2, A2A3, A3A4 ÄÌÉÎÏÊ `1; `2; `3. ûÁÒÎÉÒ A1
ÚÁËÒÅÐÌÅÎ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÛÁÒÎÉÒ A4 ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÛÁÒÎÉÒÙ Ó×ÏÏÂÏÄÎÏ
Ä×ÉÇÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÔÅÒÖÎÅÊ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ ` = (`1; `2; `3) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X(`)
ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÛÁÒÎÉÒÁ Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ?) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ? Â) îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f : X(`) → R, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ f(A1; : : : ; A4) =
|A1A4|2. îÁÊÄÉÔÅ ÉÎÄÅËÓÙ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË. ×) ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ f−1(c) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ c. Ç) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ f−1(c) ÄÌÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ c.
úÁÄÁÞÁ 5. úÁÄÁÞÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ 4Á{4Ç, ÎÏ ÛÁÒÎÉÒÎÙÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÔÅÒÖÎÅÊ A1A2, A2A3,
A3A4, A4A5 ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ (× ÐÕÎËÔÅ Á) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ íÏÒÓÁ ÎÁ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑÈ.
úÁÄÁÞÁ 6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R2 ÍÏÒÓÏ×ÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á) ÉÍÅÀÝÁÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ
ÍÉÎÉÍÕÍÁ? Â) ÉÍÅÀÝÁÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ? ×) ÉÍÅÀÝÁÑ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ
ÓÎÉÚÕ?
ïÔ×ÅÔ. ×Ï ×ÓÅÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ!

ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É f : V → Rn+1 | ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÅ, Ô.Å., ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ′(x) : TxV → Rn+1 ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ n × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ
x ∈ V . çÁÕÓÓÏ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Gf : V → Sn ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ x ∈ V ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÏÂÒÁÚÕ
f ′(x) (ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ × Rn+1). ÷ÙÂÏÒ ÏÄÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ V
É Rn+1 | ÕÔÏÞÎÉÔÅ! úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ e ∈ Rn+1 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ he(x) = (e; f(x)), x ∈ V .
úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ he ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Gf (x) = ±e. Â) äÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ x | ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ he ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Gf (x) = ±e É x | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ
ÔÏÞËÁ Gf . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ he | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ±e ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Gf . ×) ðÕÓÔØ he : V → R | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ É x | ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÎÄÅËÓÁ k, ÐÒÉÞÅÍ
Gf (x) = e. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ x ÔÏÞËÉ Gf (x) = e (ÔÏ ÅÓÔØ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
G′f (x) : TxV → TeSn) ÒÁ×ÅÎ (−1)n−k. ëÁË ÎÕÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÅÓÌÉ Gf (x) = −e?
úÁÄÁÞÁ 8. Á) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 7×, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ èÏÐÆÁ: ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ, ÔÏ 2 degGf = �(V ).
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÑ CP k → R2k+1.
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