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2. áìçåâòá ëïíðìåëóï÷ é ðïóìåäï÷áôåìøîïóôø íáêåòá{÷éåôïòéóá

úÁÄÁÞÁ 1 (5-ÌÅÍÍÁ). äÁÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

A f−→ B g−→ C h−→ D i−→ E
p↓ q↓ r↓ s↓ t↓

A′ f ′−→ B′ g′−→ C ′ h′−→ D′ i′−→ E′

÷ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÓÔÒÏËÉ | ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, q É s | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, p | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, t |
ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ A p−→ B q−→ C → 0 ÔÏÞÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ
ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A⊗G p⊗id−→ B ⊗G q⊗id−→ C ⊗G→ 0 ÔÏÞÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ : : : @i+1−→ Ci @i−→ Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ C0 −→ 0 | ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ, × ËÏÔÏÒÏÍ

Ci = Zki ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, Á : : : @i+1−→ ~Ci @i−→ ~Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ ~C0 −→ 0 ËÏÍÐÌÅËÓ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, × ËÏÔÏÒÏÍ

~Ci = Rki ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ (ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ).
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hi(C) = Z�i ⊕ Gi, ÇÄÅ Gi | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ (ËÒÕÞÅÎÉÅ), ÔÏ Hi( ~C) = R�i .
Â) ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hi(C;G) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Hi(C;Z) × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÑÍÏÇÏ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ (ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ f∗, ÇÄÅ f | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×).

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ : : : @i+1−→ Ci @i−→ Ci−1
@i−1−→ : : : @1−→ C0 −→ 0 | ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · @
∗
i+1←− C∗i

@∗i←− C∗i−1
@∗i−1←− · · · @∗1←− C∗0 ←− 0, × ËÏÔÏÒÏÍ C∗i = Hom(Ci;Z).

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÅÐÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Hi(C) =
Z�i ⊕Gi, ÇÄÅ Gi | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ Hi(C∗) = Z�i ⊕G′i, ÇÄÅ ÇÒÕÐÐÁ G′i ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÁ. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ
ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÙ Gi É G′i ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
úÁÄÁÞÁ 5. Á) ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ X ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÃÉÌÉÎÄÒÏ× A É B, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÑÍ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ. Â) âÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ K ÔÁËÖÅ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÃÉÌÉÎÄÒÏ× ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ, ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÅÒÅËÒÕÔËÏÊ.
÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H2(K) = 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ H1(K),
ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?
úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ X = S3, K ⊂ X | ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ËÒÉ×ÁÑ (ÕÚÅÌ), A ⊂ X |
ÔÏÎËÁÑ ÔÒÕÂËÁ ×ÏËÒÕÇ K (ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ), B ⊂ X | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ X \ A. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ X = A ∪ B × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Á) K | ÎÅÚÁÕÚÌÅÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ;
Â) K | ÕÚÅÌ \ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË".
õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÚÁÄÁÞÅ 6Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ S3 ËÁË R3 ∪ {∞}, Á K | ËÁË ` ∪ {∞}, ÇÄÅ ` ⊂ R3 | ÐÒÑÍÁÑ.
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