
íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ÷åóîá 2011 ç

ìåëãéé 9{10

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ.

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A;B ⊂ V ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ V = A + B
(ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÁÑ!). ðÕÓÔØ M;N | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ; ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N →M
ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ S ⊂M , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(x) ∈ S ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TxS É f ′(x)TxN × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å TxM . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N1; N2 ⊂M ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ � : N1 →M ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ N2.

äÌÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ J1(f) : M → R × T ∗M ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ J1(f)(a) = (f(a); df(a)) (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 1-ÓÔÒÕÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f).
ôÅÏÒÅÍÁ (ôÏÍÁ Ï ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ, ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S ⊂ R× T ∗M
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : M → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ J1(f) ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ S, ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ
× C1-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M .
ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ k ≥ 1 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É S ⊂ (R×T ∗M)k | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ p × · · · × p : (R × T ∗M)k → Mk ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Diagk =
{(a1; : : : ; ak) | ai = aj ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i É j}. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : M → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ J1(f)×· · ·×J1(f) : Mk\Diagk → (R×T ∗M)k ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ S, ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ × C1-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ
× ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ M .

äÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ôÏÍÁ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÅ, ÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ É Ë ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ
ÐÒÑÍÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. . . ).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ íÏÒÓÁ ÐÌÏÔÎÏ (× C1-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ
ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.
õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ íÏÒÓÁ Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
ÐÌÏÔÎÏ (× C1-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S ⊂ R× T ∗M ×ÙÂÅÒÅÍ R×{0} (ÇÒÁÆÉË ÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÓÅÞÅÎÉÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ë M). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: dimM = n; dimR × T ∗M = 2n + 1; dimS = n + 1.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÏÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ f : M → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ J1(f) = (f; df) ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S, ×ÓÀÄÕ
ÐÌÏÔÎÏ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ J1(f)(a) ∈ S ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ df(a) = 0, Ô.Å., a | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f .

÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x1; : : : ; xn × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ). ôÏÇÄÁ ÎÁ R × T ∗M ÅÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �; x1; : : : ; xn; p1; : : : ; pn (� |
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ × R, Á p1; : : : ; pn | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÏ×ÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ dx1; : : : ; dxn). ðÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÁÑ J1(f)′(a) : TaM → T(f(a);df(a))(R × T ∗M) | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁ-
ÚÉÓ @
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; : : : ; @
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; : : : ; @
@xn . ðÏÜÔÏÍÕ J1(f) ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S × ÔÏÞËÅ a (Ô.Å.

J1(f)′(a)(TxM) + T(f(x);df(x))S = T(f(x);df(x))J1M) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ @2f
@xi@xj (a) ÏÂÒÁÔÉ-

ÍÁ. ¤
õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ; ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, N ⊂M | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, �k | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ k-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ F0 : �k → M | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ft : @�k → M | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ (0 ≤ t ≤ 1),
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ F0|@�k

= f0, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f1 ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎØ �k | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,
ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ N . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ Ft : �k →M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Ft|@�k

= ft
ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ t ≤ 1 É F1 | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÏÍÁ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ ~CNn (M;Z) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ ∑� k��, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ
ÓÉÍÐÌÅËÓÙ � : �n → M ÇÌÁÄËÉÅ É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ N ⊂ M (ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×
M , ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ N). ôÏÇÄÁ ~CNn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓÏÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M , É
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ � : ~CN· (M;Z)→ C·(M;Z) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.
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üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ~CNn (X;Z) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÃÅÐÑÍÉ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ôÏ, ÞÔÏ ~CN· | ÐÏÄËÏÍÐÌÅËÓ × C·(M), ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ × ÃÅÐÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ.

ðÕÓÔØ a = ∑� k�� | ÃÉËÌ × Cn(M;Z). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ � ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-
ÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ �t, 0 ≤ t ≤ 1, ×ÓÅÈ � def= �0, ÄÅÌÁÀÝÉÅ ÉÈ
ÇÌÁÄËÉÍÉ É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ Ë N É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ (Ô.Å. ÅÓÌÉ � É � ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ
ÇÒÁÎÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÌÅËÓÁ, ÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ �t É �t ÐÒÉ ×ÓÅÈ t).

ãÅÐØ a1 = ∑
� k��1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ~CNn (M;Z). ðÏÓËÏÌØËÕ 0 = @a = ∑

� k�@� = ∑
�;� k�`�;� � , Á Cn(M;Z) |

Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∑� k�`�;� = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ � . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
@a1 = ∑�;� k�`�;��1 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ a1 | ÃÉËÌ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÃÅÐÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ
1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ a− a1 = @u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÃÅÐÉ u. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �∗ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ �∗a = 0, Ô.Å. a = ∑
� k�� | ÃÉËÌ ÉÚ ~CNn (M;Z), É a = @u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÃÅÐÉ u = ∑ `�� ÉÚ

Cn(M;Z). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ �t ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ �1 ÇÌÁÄËÉÅ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ
N , É ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ É ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙ ÎÁ ÔÅÈ ÇÒÁÎÑÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÅÔ
ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ �, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × a. ïÔÓÀÄÁ a = @u1, ÇÄÅ u1 = ∑

� `� �1 | ÃÅÐØ ÉÚ ~CNn (M:Z), É �∗ |
ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

ðÕÓÔØ M | ÏÒÉÅÎÔÉÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, N ⊂ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÏÄ-
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, Á a∑� k�� | ÇÌÁÄËÉÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÃÉËÌ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − k, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÙÊ Ë N ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÅÎØÛÅÊ n − k, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ N ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ N ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ x ∈ �n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �(x) ∈ N , ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ �n, É ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË, ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ a ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÎÁË sgn(a): ÚÁÆËÉÓÉ-
ÒÕÅÍ × T�(x)N ÂÁÚÉÓ u1; : : : ; uk, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ N ; ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
Rn−k = Tx�n−k ÂÁÚÉÓ v1; : : : ; vn−k, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ � ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë
N , ×ÅËÔÏÒÙ �′(v1); : : : ; �′(vn−k); u1; : : : ; uk ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × T�(x)M . ðÏÌÏÖÉÍ sgn(x) = +1, ÅÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁ-
ÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ M , É sgn(x) = −1 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ãÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ
∞(a;N) def= ∑

� k�
∑
x:�(x)∈N sgn(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÃÉËÌÁ a É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N .

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ a = @u, ÔÏ ∞(a;N) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u = ∑

� `� � , ÇÄÅ � : �n−k+1 → M | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ � ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ Ë N É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, {x ∈ �n−k+1 | �(x) ∈ N} |
ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÈ
ËÒÉ×ÙÈ. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÌÅËÃÉÉ 6 ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ. ¤

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÌÅÔÏË, Á F | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ.
ôÏÇÄÁ Hk(X;F ) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ H∗k(X;F )

úÄÅÓØ Ú×ÅÚÄÏÞËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á ÓÌÏ×Ï \ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ" | ÔÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ f∗ : Hk(X;F ) → Hk(Y; F ) É f∗ :
Hk(Y; F )→ Hk(X;F ) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ck(X;F ) É Ck(X;F ) × ÃÅÐÎÏÍ É ËÏÃÅÐÎÏÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ck(X;F ) = (Ck(X;F ))∗. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ @ É � | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.
ôÏÇÄÁ Ker �n | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Im @n+1, Á Im �n−1 | ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Ker @n. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. ¤

ìÅÍÍÁ 2 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÄÅËÓ i(a;N) ÄÌÑ ÃÉËÌÏ× a, ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-
ÎÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ N . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÉËÌ b, ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙÊ a É ÔÒÁÎÓ-
×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ Ë N . åÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÃÉËÌÁ, b1 É b2, ÔÏ ÏÎÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÙ a É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:
b2 = b1 +@v. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ∞(b;N), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ b, ÏÔËÕÄÁ∞(b2; N) =∞(b1; N)+∞(@v;N) =∞(b1; N),
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ∞(a;N) def= ∞(b;N). éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÎ-
ÄÅËÓ ∞(a;N) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ [a] ∈ Hn−k(M;Z). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 7{8 É
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, M ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÕ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÌÅÔÏË. úÁÍÅÎÑÑ Z
ÎÁ Q É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 3, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ N ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ Hn−k(M;Q), ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ DN ∈ Hn−k(M;Q). DN ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏ ðÕÁÎËÁÒÅ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ N .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a1; a2 | ÃÉËÌÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ k É n−k × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n.
ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÃÉËÌ a1 × a2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n × M2. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ∞(a1; a2) def= ∞(a1 × a2;Diag),



ÇÄÅ Diag def= {(a; a) ∈ M2 | a ∈ M} (ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÄÅËÁÒÔÏ×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ). éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∞(·; ·) {
ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ) ÎÁ Hk(M;Q)⊗Hn−k(M;Q).

åÓÌÉ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ, ÔÏ ËÌÁÓÓ DN ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÅÓÌÉ @N ⊂ @M . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ Hk(M;@M;Q)⊗Hn−k(M;Q).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ M | n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ @M . ôÏÇÄÁ Hk(M;@M) = Z ÐÒÉ k = n É ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ
ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ k, Á Hk(M) = Z ÐÒÉ k = 0 É ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Hn(M;@M;Q)⊗H0(M;Q) É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Q ⊗ Q → Q. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÏ ðÕÁÎËÁÒÅ Ë ÎÕÌØÍÅÒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ | ÔÏÞËÅ | Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÌÁÓÓ n-ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ ÃÉËÌÕ M | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÕ (�n; @�n)→ (M;@M),
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍÕ ÓÏÂÏÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ. ôÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ, Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hk(M;Q)→ Hn−k(M;Q).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ 4 (5-ÌÅÍÍÁ). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ

A f−→ B g−→ C h−→ D i−→ E
p↓ q↓ r↓ s↓ t↓

A′ f ′−→ B′ g′−→ C ′ h′−→ D′ i′−→ E′
;

× ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ | ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, q É s | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, p | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, t | ÍÏÎÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ r | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ r(c) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ∈ C. ôÏÇÄÁ s(h(x)) = h′(r(x)) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ s |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, h(x) = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÔ b ∈ B ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(b) = c. ôÏÇÄÁ g′(q(b)) =
h(g(b)) = h(c) = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a′ ∈ A′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f ′(a′) = q(b), Á ÐÏÓËÏÌØËÕ
p | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, a′ = p(a) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ A. ôÏÇÄÁ q(f(a)) = f ′(p(a)) = f ′(a′) = q(b). ðÏÓËÏÌØËÕ q |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, f(a) = b, ÏÔËÕÄÁ c = g(b) = g(f(a)) = 0 × ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, r |
ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ c′ ∈ C | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ s | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ d ∈ D ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ s(d) =
h′(c′). ôÏÇÄÁ t(i(d)) = i′(s(d)) = i′(h′(c)) = 0 × ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ t | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ,
i(d) = 0. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ c0 ∈ C ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ d = h(c0). ôÅÐÅÒØ s(h(c0)) = s(d) = h′(c′)
É, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, s(h(c0)) = h′(r(c0)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, h′(c′− r(c0)) = 0, É × ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b′ ∈ B′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ c′ = r(c0) + g′(b′). ðÏÓËÏÌØËÕ q | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b ∈ B ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ q(b) = b′. ôÏÇÄÁ r(g(b)) = g′(q(b)) = g′(b′) = c′ − r(c0), ÏÔËÕÄÁ c′ = r(c0 + g(b)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, r |
ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔÏÞÎÅÎÎÏÍÕ ×ÁÒÉÁÎÔÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1, ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒ-
ÓÁ f Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �1; : : : ; �q. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ c1; : : : ; cq+1
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ c1 < �1 < c2 < · · · < �q < cq+1 É ÄÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ j, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ H∗(f−1((−∞; cj ]); f−1(cj)) É H∗(f−1((−∞; cj ])) | ÐÒÉ j = q+ 1 ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ (j = 1) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f−1((−∞; c1]) = ∅. ðÒÉ j = 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï
ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÉ ËÌÅÔËÉ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Lj = f−1((−∞; cj ]), Rj = f−1([cj ;+∞)),
Nj = f−1(cj) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (Ó ÚÁÍÅÎÏÊ j 7→ j + 1) Lj+1, Rj+1 É Nj+1. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ Q = f−1([cj ; cj+1]).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ:
· · · → Hk+1(Lj+1=Lj) → Hk(Lj) → Hk(Lj+1) → Hk(Lj+1=Lj) → Hk−1(Lj)→ : : :

↓ (1) ↓ (2) | ↓ (1) ↓ (2)
Hn−k−1(Rj=Rj+1) Hn−k(Lj=Nj) |(3) Hn−k(Rj=Rj+1) Hn−k+1(Lj=Nj)

|| || ↓ || ||
· · · → Hn−k−1(Q=Nj+1) → Hn−k(Lj+1=Q) → Hn−k(Lj+1=Nj+1) → Hn−k(Q=Nj+1) → Hn−k+1(Lj+1=Q)→ : : :

åÅ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ | ÔÏÞÎÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (Lj+1; Lj) (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × Q,
ÄÁÌØÛÅ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØÓÑ). îÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ | ÔÏÞÎÁÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ
(Lj+1; Q;Nj+1). úÎÁËÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÉÖÎÅÊ É ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ×ÙÔÅËÁÀÝÉÅ
ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

÷ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÔÒÅÌËÉ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ (1) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.



æÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ �j ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ �. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÉ
ËÌÅÔËÉ, Hk(Lj+1=Lj) = Q ÐÒÉ k = � É ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÐÒÏÞÉÈ k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ −f ÔÁ
ÖÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ n− �, ÏÔËÕÄÁ Hn−k(Rj=Rj+1) = Q ÐÒÉ k = � É ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÓÔÒÅÌËÉ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ (2), ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. éÚ 5-ÌÅÍÍÙ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÒÅÌËÁ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÁÑ
(3) | ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, É ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎ. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ N1; N2 ⊂ M | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n1 É n2, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ
ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
N = N1 ∩N2 ⊂M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n = n1 + n2 −m.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. DN1 ∪ DN2 = DN .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a1; a2 | ÃÉËÌÙ × M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m−n1 É m−n2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ
ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 〈D(N1×N2); a1×a2〉 = (−1)(m−n1)(m−n2)〈DN1; a1〉〈DN2; a2〉,
ÇÄÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÍÎÏÇÏÏÏÂÒÁÚÉÉ M2. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ D(N1 × N2) = DN1 × DN2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ � : M → M2 | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �(x) = (x; x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈M . ôÏÇÄÁ DN1 ∪ DN2 = �∗(DN1 ×DN2) (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
× ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ) = �∗(D(N1 ×N2)) = D(N1 ∩N2) (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ). ¤


