
íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôïðïìïçéñ ÷åóîá 2010 ç

ìåëãéñ 7{8

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ìÅÍÍÁ íÏÒÓÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÉ ËÌÅÔËÉ.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M ××ÅÄÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ÉÍÅÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U (ËÁÒÔÁ) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : U → Rn (ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ)
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ U É ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V = '(U) ⊂ Rn, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÉÓÔÅÍ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ '2 ◦ '−1

1 : '1(U1 ∩ U2) → '2(U1 ∩ U2) (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏ×. ôÁËÖÅ
ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ M ××ÅÄÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞÅË (×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ) '(U)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × Rn, Á ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (ÔÏÞÅË ËÒÁÑ) | ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × Rn+ =
{(x1; : : : ; xn) | x1 ≥ 0}.

åÓÌÉ M É N | ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ M É ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÙÈ) ÓÉÓÔÅÍ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ '; × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ U; V ÔÏÞÅË a É f(a) ∈ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  ◦ f ◦ '−1 : '(U) →  (V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÍ. çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅM → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁM , ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
R → M | ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ M . ôÏÞËÁ a ∈ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÅÓÌÉ (f ◦
'−1)′('(a)) = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ' × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a.
úÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ × ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.
ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ a ∈M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U 3 a É × ÎÅÊ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ' : U → Rn ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (f ◦ '−1)(x1; : : : ; xn) = f(a) + x1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÚÉÍ ÍÁÌÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a × ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Rn Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ × ÓÌÕÞÁÅ
M = Rn. äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÌÏÖÉÍ a = 0.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Rn ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = f(0) +
∫ 1

0
d
dtf(tx) dx = f(0) + (v(x); x),

ÇÄÅ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, Á v(x) def=
∫ 1

0 f ′(tx) dt (ÓÉÍ×ÏÌÏÍ f ′(y) ÍÙ ÚÄÅÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ
×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ y). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
G : Matn×Rn → Rn, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ G(A; x) = AT v(Ax) (ÚÄÅÓØ ÐÅÒ×ÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ | ÍÁÔÒÉÃÁ n × n).
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G ÇÌÁÄËÏÅ; ÅÓÌÉ x = 0, Á A = I + �, ÇÄÅ � ÍÁÌÁ, ÔÏ G(I + �; 0) = v(0) + �T v(0) = G(I; 0) +
�T v(0). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒ v(0) = f ′(0) 6= 0 ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Matn → Rn, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ � 7→ �T v(0),
ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
V 3 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : V → Matn ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A(0) = I É G(A(x); x) = G(0). ïÔÓÀÄÁ
f(A(x)x) = f(0)+(v(A(x)); A(x)x) = f(0)+(AT (x)v(A(x)x); x) = f(0)+(v(0); x). ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ
× Rn ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÔÏÒÏÍ v(0) ÂÕÄÅÔ ÐÅÒ×ÙÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ. ¤

îÁÚÏ×ÅÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ a ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ (ÉÌÉ ÍÏÒÓÏ×ÓËÏÊ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-
ÎÉÂÕÄØ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ' × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U 3 a ÍÁÔÒÉÃÁ ×ÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f ◦ '−1 : '(U) → R ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ.
ìÅÍÍÁ 2 (ÌÅÍÍÁ íÏÒÓÁ). ðÕÓÔØ a | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U 3 a É ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ' × ÎÅÊ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (f ◦ '−1)(x) = f(a) + 1

2 (Hx; x), ÇÄÅ H | ÎÅ-
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. éÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (Hx; x) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ
ÆÕÎËÃÉÉ f É ÔÏÞËÉ a É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ
ÔÏÞËÉ a).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ M = Rn É a = 0. ðÕÓÔØ
ÔÅÐÅÒØ f ′(0) = 0; ÔÏÇÄÁ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ 1) f(x) = f(0) +

∫ 1
0 (f ′(tx); x) dt =∫ 1

0
∫ 1

0 (f ′′(t�x)tx; x) d�dt = 1
2 (H(x)x; x), ÇÄÅ H(x) = 2

∫ 1
0

∫ 1
0 tf ′′(t�x) d�dt. úÄÅÓØ f ′′(y) | ÍÁÔÒÉÃÁ ×ÔÏÒÙÈ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ y; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, H(0) def= H | ÍÁÔÒÉÃÁ ×ÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ f × ÎÕÌÅ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ B ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

ÍÁÔÒÉÃÙ ~H = BHB ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x 7→ Bx × Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 1

2 (Hx; x) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÍÅÎÅ H ÎÁ ~H É,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÌÅÍÍÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ×ÔÏÒÙÈ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ f × ÎÕÌÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÕÌØ ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÎÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ).

1



ðÏÌÏÖÉÍ G(A; x) = AH(Ax)A−H(0), ÇÄÅ A | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á x | ×ÅËÔÏÒ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÕÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G ÐÏ A × ÔÏÞËÅ (I; 0): G(I + �; 0) = �H(0) + H(0)� + o(�). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÁ H(0)
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, ÏÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÁ; ÐÕÓÔØ H(0) = diag(�1; : : : ; �n). ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ � 7→ �H(0) + H(0)�
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ � = (uij) × ((�i + �j)uij). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÒÅÄÉ �i ÎÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, �i + �j 6= 0, ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ A(x) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ×
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ, ÞÔÏ A(0) = I É G(A(x); x) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ f(A(x)x) = 1

2 (H(A(x))A(x)x;A(x)x) =
1
2 (A(x)H(A(x))A(x)x; x) = 1

2 (H(0)x; x) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ
ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ' ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ f('−1)(x1; : : : ; xn) = f(a)− x2

1 − · · · − x2
k + x2

k+1 + · · ·+ x2
n, ÇÄÅ k

| ÉÎÄÅËÓ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ a.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÏÌÉÒÏ-
×ÁÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f : M → R | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ f ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË.

ðÕÓÔØ a | ÔÏÞËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M . îÁÚÏ×ÅÍ ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ 1; 2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ 1(0) =
2(0) = a É '(1(t))− '(2(t)) = o(t) ÐÒÉ t→ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
' × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ('◦1)′(0) = ('◦2)′(0) |
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ××ÅÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ
Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M × ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÐÏ ××ÅÄÅÎÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ.
÷ÅËÔÏÒÙ × ÔÏÞËÅ a ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï: ÓÕÍÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÍÉ 1 É 2
ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ËÒÉ×ÏÊ  ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ('◦)′(0) = ('◦1)′(0) + ('◦2)′(0), ÇÄÅ ' | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ  ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ÚÁÄÁÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅË-
ÔÏÒ, É ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ | ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a : R→M | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÅËÔÏÒ × ÔÏÞËÅ a ∈ M , ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÑËÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ '
× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ (' ◦ a)′(0) (ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R → Rn, ÔÏ ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
a ÇÌÁÄËÏ. ëÒÉ×ÁÑ  : (−"; ") → M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ
s ∈ (−"; ") ËÒÉ×ÁÑ s(t) = (t + s) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÅËÔÏÒ X((s)) (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÑ X × ÔÏÞËÅ (s)). éÚ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ.
åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−"; "), Á ÎÁ ×ÓÅÍ R
(ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M , f : M → R | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ (Xf)(a) def=
d
dtf((t))

∣∣
t=0, ÇÄÅ  | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÐÏÌÑ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ (0) = a. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÁ (ÐÒÏÉÚ×ÏÄÁÑ

ÆÕÎËÃÉÉ f ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÎÅÊÎÏ É ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ É ÏÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É f | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ ÎÁ ÎÅÍ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X,
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ X(f) ≡ −1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U 3 a É ÓÉÓÔÅÍÕ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ '(x) = ('1(x); : : : ; 'n(x)), ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÌÅÍÍÅ 1. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ × U ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ XU ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ ×ÅËÔÏÒÁ XU (b) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ '−1('1(b)−t; '2(b); : : : ; 'n(b)).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ a ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M Ó ×ÙËÏÌÏÔÙÍÉ
ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ
%U : M → R ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ %U (b) ≥ 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ b ∈M , %U (b) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ b =∈ U É ∑

U %U ≡ 1. ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ
X = ∑

U %UXU . ¤

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Lc(f) = f−1((−∞; c]) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅÂÅÇÏ-
×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉ c | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f , ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÅÂÅÇÏ×Ï
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M , É ÐÕÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË [c1; c2] ⊂ R ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ Lc1(f) É Lc2(f) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ, É Lc1(f) ⊂
Lc2(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ Lc2(f).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÏÎÅÞÎÏ; ÚÁÆÉË-
ÓÉÒÕÅÍ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [c1− "; c2] ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÌÁÄËÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ � ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: �(c2) = c2− c1, �(t) = 0 ÐÒÉ t ≤ c1− ", �(t) ÓÔÒÏÇÏ
×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ c1 − " ≤ t ≤ c2.



íÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1([c1−"; c2]) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË; ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÎÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X ËÁË × ÌÅÍÍÅ
3. ðÕÓÔØ a : R → M | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÐÏÌÑ X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ a(0) = a; ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, f(a(t)) = f(a) − t.
ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ S(a) = a(�(f(a))), ÅÓÌÉ f(a) ∈ [c1 − "; c2], É S(a) = a ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. îÅÔÒÕÄÎÏ
×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ S : M →M | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ Lc2(f) × Lc1(f). äÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÁÑ
ÒÅÔÒÁËÃÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ!). ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f : M → R | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ, a | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ
ÔÏÞËÁ, f(a) = c, É " > 0 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ f−1([c− "; c+ "]) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË f , ËÒÏÍÅ a. ðÕÓÔØ
k | ÉÎÄÅËÓ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ a. ôÏÇÄÁ Lc+" ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Lc−" Ó ÐÒÉËÌÅÅÎÎÏÊ k-ÍÅÒÎÏÊ
ËÌÅÔËÏÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÅÄÅÍ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U 3 a ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ' : U → Rn ËÁË × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 1 Ë ÌÅÍÍÅ 2.
ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á '(a) = 0 É ÐÕÓÔØ " > 0 ÓÔÏÌØ ÍÁÌÏ, ÞÔÏ {(x1; : : : ; xn) | x2

1 + · · ·+x2
n ≤ 2"} ⊂ '(U) ⊂ Rn.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ F : M → R ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ F (b) = f(b) − �('2
1(b) + · · · + '2

k(b) + 2'2
k+1(b) + · · · + 2'2

n(b))
ÄÌÑ ÔÅÈ ÔÏÞÅË b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ � ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2" (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ V ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ b); ÄÌÑ
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ b ÐÏÌÏÖÉÍ F (b) = f(b). úÄÅÓØ � | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
�(0) > ", �(t) = 0 ÐÒÉ t ≥ 2" É −1 < �′(t) < 0 ÐÒÉ 0 < t < 2". ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ b ∈ V ÉÍÅÅÍ F (b) ≤ f(b) ≤ Ó + ";
ÅÓÌÉ b =∈ V , ÔÏ F (b) = f(b); ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Lc+"(F ) def= F−1((−∞; c+ "]) = f−1((−∞; c+ "]) = Lc+"(f).

ðÕÓÔØ G(x) = F ◦ '−1(x) = Ó − ∑k
i=1 x2

i + ∑n
i=k+1 x2

i − �(∑k
i=1 x2

i + 2 ∑n
i=k+1 x2

i ) ÐÒÉ '(x) ∈ V . ôÏÇÄÁ
@G
@xi = −2xi(1 + �′(x)) ÐÒÉ i ≤ k É @G

@xi = 2xi(1 − 2�′(x)) ÐÒÉ i ≥ k + 1. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË × V , ËÒÏÍÅ a = '−1(0), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÊ F É f ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
ðÏÓËÏÌØËÕ F (b) ≤ f(b), ÉÍÅÅÍ F−1([c − "; c + "]) ⊂ f−1([c − "; c + "]). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F (a) < c − ", ÔÁË ÞÔÏ
a =∈ F−1([c− "; c+ "]). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÅÚÏË [c− "; c+ "] ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ F É,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, Lc−"(F ) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ Lc+"(F ) = Lc+"(f).

ðÕÓÔØ W | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Lc−"(F ) \ Lc−"(f), ÔÁË ÞÔÏ Lc−"(F ) = Lc−"(f) ∪W . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ e = {b | '1(b)2 +
· · · + 'k(b)2 ≤ "; 'k+1(b) = · · · = 'n(b) = 0}. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, e ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ k-ÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ; ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ
ÚÁÍÅÔÉÔØ, e ⊂ W . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Lc−"(f) ∪ e | ÒÅÔÒÁËÔ Lc−"(F ) = Lc−"(f) ∪W , ÐÒÉÞÅÍ ÒÅÔÒÁËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ
ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÎÁ Lc−"(f); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÄÏËÁÖÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. òÅÔÒÁÃÉÀ ÐÒÉ '2

1(b) + · · · + '2
k(b) ≤ "

ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �t(b) = '−1('1(b); : : : ; 'k(b); t'k+1(b); : : : ; t'n(b)), Á ÐÒÉ " ≤ '2
1(b)+· · ·+'2

k(b) ≤ '2
k+1(b)+

· · · + '2
n(b) + " (Ô.Å. ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ Lc−"(f) = {b | '2

1(b) + · · · + '2
k(b) ≥

'k+1(b)+· · ·+'n(b)+"}) | ÆÏÒÍÕÌÏÊ �t(b) = '−1('1(b); : : : ; 'k(b); �(t; b)'k+1(b); : : : ; �(t; b)'n(b)), ÇÄÅ �(t; b) =
t+(1− t)

√
('2

1(b) + · · ·+ '2
k(b)− ")=('2

k+1(b) + · · ·+ '2
n(b)). ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ

É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f : M → R | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ N ËÒÉÔÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÉÎÄÅËÓÏ× i1; : : : ; iN . ôÏÇÄÁ M ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ
ÉÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ i1; : : : ; iN .

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Y , ÔÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X Ó ÐÒÉËÌÅÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ X Ó ÐÒÉËÌÅÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.


