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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, K | ËÏÌØÃÏ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n É ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× i1; : : : ; is ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ui1;:::;is : �s−1 → �n ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ
×ÅÒÛÉÎÕ xk = 1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �s−1 × ×ÅÒÛÉÎÕ xik = 1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �n. ðÕÓÔØ
p ∈ Cm(X;K), q ∈ Cn(X;K) É f ∈ Cn+m(X;K); ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÃÅÐØ p∪q ∈ Cm+n(X;K) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (p∪q)(f) =
p(f ◦ u0;:::;m)q(f ◦ um;:::;m+n).
ìÅÍÍÁ 1. ïÐÅÒÁÃÉÑ ∪ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : Y → X ×ÅÒÎÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F#(p ∪ q) = F#p ∪ F#q. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(p ∪ q) = �p ∪ q + (−1)mp ∪ �q É
q ∪ p = (−1)mn(p ∪ q) ◦ um+n;m+n−1;:::;0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ïÐÅÒÁÃÉÑ ∪ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÎÁÄ K) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ∪ : Hm(X;K)⊗Hn(X;K) →
Hn+m(X;K). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : Y → X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ∗ : H∗(X;K) → H∗(Y;K)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p ∪ q = (−1)mnq ∪ p, ÇÄÅ p ∈ Hm(X;K), q ∈
Hn(X;K). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, H∗(·;K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ K-ÁÌÇÅÂÒ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ �p1 = 0 = �q É p1 = p2+�p, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ p1∪q = p2∪q+�(p∪q), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∪ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ) ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
 n : Cn(X) → Cn+1(X) (ÃÅÐÎÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ f + f ◦ u0;1;:::;i−1;i+1;i;i+2;:::;n = @ n(f) +  n−1(@f).
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ ÐÒÉÚÍÙ �n × [0; 1], ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ × ÌÅËÃÉÉ 1, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : �n ×
[0; 1] → X, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó f ÎÁ ÎÉÖÎÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ É Ó f ◦ u0;1;:::;i−1;i+1;i;i+2;:::;n | ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÍ. ôÅÐÅÒØ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å  (f) ×ÏÚØÍÅÍ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ F ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ (ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ
ËÁÖÄÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ, ËÁË × ÌÅËÃÉÉ 1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ä×ÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
× ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÍÅÎÕ ÚÎÁËÁ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ; ÏÔÓÀÄÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×
ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ un;n−1;:::;0) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ (−1)n(n−1)=2, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÔØÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Hm(X;Y )⊗Hn(X;Y ) → Hm+n(X;Y ); ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÑ 1 ×ÅÒÎÙ É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÏÖÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X1; X2 | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, u ∈ Wn1(X1;K), v ∈ Wn2(X2;K) | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ËÏÃÅÐÉ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÃÅÐØ u × v ∈ Wn1+n2(X1 × X2;K), ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÌÅÔËÅ e(n1)

1 × e(n2)
2 , ÇÄÅ e(n1)

1 É e(n2)
2

| ËÌÅÔËÉ × X1 É X2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n1 É n2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÁ×ÎÏ (−1)n1n2u(e(n1)
1 )v(e(n2)

2 ). îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ �(u × v) = �u × v + (−1)nu × �v, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ
× : Hn1(X1;K) ⊗Hn2(X2;K) → Hn1+n2(X1 ×X2;K). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ Hn1(X1; Y1;K)⊗Hn2(X2; Y2;K) → Hn1+n2(X1 ×X2; X1 × Y2 ∪ Y1 ×X2;K).
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØX1 = �n1 ,X2 = �n2 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ,K = Z. ôÏÇÄÁHn1(X1; @X1) = Hn2(X2; @X2) =
Hn1+n2(X1 ×X2; @X1 ×X2 ∪X1 × @X2) = Z × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÒÓÕËÁ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á @(X1 ×X2) = @X1 ×X2 ∪
X1 × @X2. ïÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ Hn1(X1; @X1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ['1], ÇÄÅ '1 | ËÏÃÅÐØ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
1 ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÃÅÐÉ idX1 : �n1 → X1 É ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ n1-ÃÅÐÑÈ, ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ
× @X1; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ | '2.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ v0; : : : ; vn1 ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ X1, Á w0; : : : ; wn2 | ×ÅÒÛÉÎÙ X2. ôÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
X1 × X2: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÁÒ I = {(i0; j0); : : : ; (in1+n2 ; jn1+n2)} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ i0 ≤ i1 ≤ : : : , j0 ≤ j1 ≤ : : :
É ik + jk = k ÐÒÉ ×ÓÅÈ k = 0; : : : ; n1 + n2, ÐÕÓÔØ DI | ÓÉÍÐÌÅËÓ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (vik ; wjk), k = 0; : : : ; n1 + n2, Á
uI : �n1+n2 → DI | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÕ ÎÏÍÅÒ k × (vik ; wjk) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k. óÕÍÍÁ
u = ∑

I uI | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ × Hn1+n2(X1 × X2). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, (p∗1a1 ∪ p∗2a2)(u) = ∑

I a1(p1 ◦ ui0;:::;in1
)a2(p2 ◦ ujn1 ;:::;jn1+n2

)) (ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ uk0;:::;ks
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ m-À ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �s × km-À ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ-ÏÂÒÁÚÁ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ m). äÌÑ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÊ
ÓÕÍÍÙ ÌÉÂÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ p1 ◦ ui0;:::;in1

ÌÅÖÉÔ × @X1, ÌÉÂÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ p2 ◦ ujn1 ;:::;jn1+n2
ÌÅÖÉÔ × @X2, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÃÅÐÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ; ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅ | ik = k ÐÒÉ k =
0; : : : ; n1 É jn1+l = l ÐÒÉ l = 0; : : : ; n2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÅ ËÏÃÅÐÉ ÒÁ×ÎÙ 1. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p∗1a1 ∪ p∗2a2

1



| ËÏÃÅÐØ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ × Hn1+n2(X1 ×X2), É ÏÐÅÒÁÃÉÑ × : Z×Z→ Z | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ
ÞÉÓÅÌ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ p1; p2 : X×X → X | ÐÒÏÅËÃÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ � ∈ Hn(X;K) É � ∈ Hm(X;K) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �× � = p∗1� ∪ p∗2�.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ � : X → X ×X | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ � ∪ � = �∗(�× �).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. p1 ◦� = idX = p2 ◦�. ¤
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÏÔÏÂÒÁÖÅÉÅ �n : �n → Sn, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÇÒÁÎÉ-
ÃÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ × ÓÅ×ÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ, Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �∗n : Hn(Sn; pt) →
Hn(�n; @�n) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ× : Hn1(Sn1 ; pt)×Hn2(Sn2 ;pt) →
Hn1+n2(Sn1 × Sn2 ; Sn1 ∨ Sn2) = Hn1+n2(Sn1+n2 ;pt) | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓËÏÌØËÕ n1; n2 > 0, ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Hni(Sni ;pt) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × : Hn1(Sn1) ×
Hn2(Sn2) → Hn1+n2(Sn1 × Sn2) | ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÂÕËÅÔÏ× ÓÆÅÒ: ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÅ × : Hn1(∨`1

k=1 Sn1) × Hn2(∨`2
k=1 Sn2) → Hn1+n2((∨`1

k=1 Sn1) × (∨`2
k=1 Sn2)) | ÐÏÞÌÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

Z`1 × Z`2 → Z`1+`2 .
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÅËÃÉÉ �1 : skn1(X1) → skn1(X1)= skn1−1(X1) = ∨

k Sn1 , ÇÄÅ k ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï n1-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �2. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ × Hn1(skn1(X1); skn1−1(X1)) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ n1-ÍÅÒÎÙÍ
ËÌÅÔËÁÍ × X1; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ X2; ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �∗1 É �∗2 |
ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ � ∈ Hn1(skn1(X1)) É � ∈ Hn2(skn2(X2)) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍÉ
ËÏÃÅÐÑÍÉ a É b, ÔÏ (a× b)(e(n1)

1 × e(n2)
2 ) = a(e(n1)

1 )b(e(n2)
2 ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ �1 : skn1(X1) → X1 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ X2. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÇÏÍÏ-
ÌÏÇÉÑÈ �∗1 É �∗2 | ÍÏÎÏÍÏÏÒÆÉÚÍÙ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ n1 É n2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �× � ×
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ X1 ×X2 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÓÔÏ×Ï×. ¤
ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : (CP 1)n → CPn, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÎÁÂÏÒ ([z1 : w1]; : : : ; [zn : wn]) × ÎÁÂÏÒ
[a0 : · · · : an] ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a0sn+a1sn−1t+ · · ·+antn = (z1s+w1t) : : : (zns+wnt). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁ (CP 1)n ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × CPn | ÏÒÂÉÔÁ ÔÁËÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ.
ïÂÝÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n! ÔÏÞÅË, ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ.

ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÎÅÅ, H∗(CP 1) = Z[x]=(x2 = 0), ÇÄÅ x ∈ H2(CP 1). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
H∗((CP 1)n) = Z[x1; : : : ; xn]=(x2

1 = · · · = x2
n = 0). ôÁËÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Hk(CPn) = Z ÐÒÉ k ÞÅÔÎÏÍ ÏÔ 0 ÄÏ 2n;

ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÎÕÌÅ×ÙÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ yk ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ Hk(CPn).
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, f∗(yk) = k!ek(x) = k!(x1 : : : xi+· · ·+xn−i+1 : : : xn) (ÓÕÍÍÁ ÐÏ ×ÓÅÍ ÍÏÎÏÍÁÍ ÓÔÅÐÅÎÉ k, Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ

ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×). ôÏÇÄÁ f∗(yk ∪ yl) = f∗(yk+l), ÏÔËÕÄÁ yk+l = yk ∪ yl, ÔÏ ÅÓÔØ H∗(CPn) = Z[y]=(yn+1 = 0), ÇÄÅ
y = y1 ∈ H2(CPn).


