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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ, ÇÏÍÏÌÏ-
ÇÉÉ ÓÆÅÒ É ÂÕËÅÔÏ× ÓÆÅÒ.

âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �n = ⋃
�∈�n+1

�n;�;
ÚÄÅÓØ �n+1 | ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÞÉÓÅÌ 0; 1; : : : ; n (×ÓÅÇÏ ÉÈ (n + 1)! ÛÔÕË), Á �n;� = {(x0; : : : ; xn) ∈ �n |
x�(0) ≤ · · · ≤ x�(n)}. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ
A ⊂ {0; 1; : : : ; n}: × ×ÅÒÛÉÎÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ A, xi = 1=#A, ÅÓÌÉ i ∈ A, É xi = 0 ÄÌÑ ÐÒÏÞÉÈ i. ÷ÅÒÛÉÎÙ
ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �n;� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ {�(0)}, {�(0); �(1)} É Ô.Ä. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ wn;� : �n → �n;�, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 0; : : : ; n ×ÅÒÛÉÎÕ xi = 1 ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �n
× ×ÅÒÛÉÎÕ �n;�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {�(0); : : : ; �(i− 1)}.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �n : Cn(X;K) → Cn(X;K), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÅ
f : �n → X ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �n(f) = ∑

�∈�n+1
(−1)sign(�)f ◦ w�.

ìÅÍÍÁ 1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×: �n−1@n = @n�n. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÐÎÁÑ ÇÏÍÏ-
ÔÏÐÉÑ  , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ � Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (Ô.Å. �n(x) − x = @n+1 n(x) −  n−1(@nx) ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ Cn(X;K)) É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ n-ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ gi(�n+1) ⊂ f(�n), ÇÄÅ  n(f) def= ∑

i kigi.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. íÏÒÆÉÚÍ � ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ: (�n)∗x = x ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ Hn(X;K).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ui : �n−1 → �n | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × i-À ÇÒÁÎØ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ
ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ �n ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ui ÂÕÄÅÔ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ �n−1
(ÐÏÞÅÍÕ?). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ � | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � ÐÒÉÚÍÙ �n×[0; 1] ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ �n × {0} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× (ÎÅ ÐÏÄÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ), Á ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÅ �n × {1} ×ÏÚÎÉËÁ-
ÅÔ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× {0; : : : ; n} = A0 ⊃ A1 ⊃ · · · ⊃ Ak = {i1; : : : ; in+1−k}, ÇÄÅ #Ai = n+ 1− i. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÇÒÁÎÉ
�n × {1}, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ A0; : : : ; Ak, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÒÛÉÎÙ i1; : : : ; in+1−k ÇÒÁÎÉ �n × {0}.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  n : Cn(X;K) → Cn+1(X;K), ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 1;
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �n(x)−x = @n+1 n(x)− n−1(@nx) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. óÉÎ-
ÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ gi, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×  n(f), ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × id : �n × [0; 1] → X
ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ËÌÀÞÅÎÉÅ gi(�n+1) ⊂ f(�n) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. ¤

ðÕÓÔØ X = A ∪ B, ÇÄÅ A;B ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ CA;Bn (X;K) Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÓÉÐÌÅËÓÁÍÉ f : �n → X ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ f(�n) ⊂ A ÉÌÉ f(�n) ⊂ B. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, @n(CA;Bn (X;K)) ⊂
CA;Bn−1(X;K), ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ CA;Bn (X;K) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ �n : CA;Bn (X;K) ,→ Cn(X;K) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× É ÐÏ-
ÒÏÖÄÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x ∈ Cn(X;K), @x = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1,
ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N ÉÍÅÅÍ @�N∗ x = 0 É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x − �Nx = @y. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �Nx ∈ CA;Bn (X;K) ÐÒÉ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ × CA;Bn (X;K).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x1; x2 ∈ CA;Bn (X;K) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ × Hn(X;K): @x1 = @x2 = 0 É
x1 − x2 = @y, ÇÄÅ y ∈ Cn+1(X;K). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, @y = @�(y) + @ @y = @�(y) + @ (x1 − x2), ÐÒÉÞÅÍ
 (x1 − x2) ∈ CA;Bn+1(X;K). ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ x1 − x2 = @z,
ÇÄÅ z ∈ CA;Bn+1(X;K). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ¤
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ 2. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÒÏÔËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → A �−→ B p−→ C → 0. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �∗ É p∗ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ · · · → Hn(A) �∗−→ Hn(B) p∗−→ Hn(C) �n−→ Hn−1(A) → · · · p∗−→ H0(C) → 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �n: ÐÕÓÔØ x ∈ Hn(C). ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ
� ∈ Cn ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, @C;n� = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ, pn : Bn → Cn | ÓÀÒßÅËÃÉÑ,
ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ Bn ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ pn� = �. ôÏÇÄÁ pn−1(@B;n�) = @C;n� = 0 × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ p | ÍÏÒÆÉÚÍ
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ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÔÏÞÎÁÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ) ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ An−1
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �n−1� = @B;n�. ðÏÓËÏÌØËÕ � | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÉÍÅÅÍ �n−2@A;n−1� = @B;n−1@B;n� = 0.
÷ÏÚØÍÅÍ ËÌÁÓÓ × Hn−1(A), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �, × ËÁÞÅÓÔ×Å �n(x).

ðÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �n(x) ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ × Ä×ÕÈ ÍÅÓÔÁÈ: ×ÙÂÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ � ËÌÁÓÓÁ x É ×ÙÂÏÒ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ
� ÜÌÅÍÅÎÔÁ �. ðÕÓÔØ �′ = � + @C;n+1%; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ∈ Bn+1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ pn+1� = % É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
pn(� + @B;n+1�) = �′. ðÏÓËÏÌØËÕ @B;n(� + @B;n+1�) = @B;n�, ÄÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, É �n(x) ÔÁËÖÅ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. ðÕÓÔØ �′ ∈ Bn, ÔÁËÏ×, ÞÔÏ pn�′ = �. ôÏÇÄÁ pn(�′−�) = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �′ = �+�n(�)
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ An. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ @B;n�′ = @B;n� + �n−1@A;n� = �n−1(� + @A;n�), ÔÁË ÞÔÏ ËÌÁÓÓ
ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ �n(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤
ðÕÓÔØ X = A ∪ B, ÇÄÅ A;B ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → C(A ∩

B;K) (�A;−�B)−→ C(A;K) ⊕ C(B;K) p−→ CA;B(X;K) → 0; ÚÄÅÓØ �A; �B | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ A ∩ B
× A É B ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á p(x; y) def= x + y. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2 É ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÔÏÞÎÁÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ · · · → Hn(A∩B;K) → Hn(A;K)⊕Hn(B;K) → Hn(X;K) → Hn−1(A∩B;K) →
: : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ X = S1, a; b ∈ S1 | ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, A = S1\{a}, B = S1\{b}. ôÏÇÄÁ
ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: · · · → H1(A)⊕H1(B) → H1(S1) →
H0(A ∩ B) → H0(A) ⊕ H0(B) → H0(S1) → 0. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A, B É S1 ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙ, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
A ∩ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A É B ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏ× 1{3
ÌÅËÃÉÉ 1 É ÉÚ ÄÏËÚÁÎÎÏÊ ÔÁÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
0 → H1(S1) → K2 �0−→ K2 → K → 0, ÇÄÅ �0(x; y) = (x + y;−x − y). ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ H1(S1) = K; ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ H1(S1) × ÍÏÄÕÌÅ CA;B1 (S1) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÓÕÍÍÏÊ g1 + g2, ÇÄÅ g1 :
�1 → A, g2 = �1 → B | ËÒÉ×ÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ g1((1; 0)) = g2((0; 1)) É g1((0; 1)) = g2((1; 0)). ÷ ÍÏÄÕÌÅ C1(S1)
× ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ g : �1 → S1, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ
ÓÏÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ÉÎÄÅËÓÁ 1.

ïÓÔÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ×ÉÄÁ · · · → Hn(A) ⊕
Hn(B) → Hn(S1) → Hn−1(A ∩ B) → : : : , n ≥ 2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÁÍ 1{3 ÌÅËÃÉÉ 1 É × ÓÉÌÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÞÌÅÎÁ ÚÄÅÓØ | ÎÕÌÉ, ÏÔËÕÄÁ Hn(S1) = 0 ÐÒÉ n ≥ 2.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X = Sn Ó n ≥ 2, A É B | ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ 1. ôÏÇÄÁ A É B ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ, Á A ∩ B ÇÏ-
ÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Sn−1. ïÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Hk, k ≥ 2,
×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: · · · → Hk(A)⊕Hk(B) → Hk(Sn) → Hk−1(A ∩B) → Hk−1(A)⊕Hk−1(B) → : : : . ÷ ÓÉÌÕ ÇÏÍÏÔÏ-
ÐÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ Hk(Sn) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
Hk−1(Sn−1) ÐÒÉ k ≥ 2. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Hn(Sn) = H0(Sn) = K, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Sn
ÎÕÌÅ×ÙÅ. ôÁËÖÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ Hn(Sn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ-
ÎÙÊ ÓÕÍÍÏÊ g1 + g2, ÇÄÅ g1; g2 : �n → Sn | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÓÆÅÒÕ Sn−1,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÅ É ÎÁ ÎÉÖÎÅÅ ÐÏÌÕÛÁÒÉÅ ÓÆÅÒÙ Sn, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Sn−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÜË×ÁÔÏÒÏÍ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÐÒÉÍÅÒÁ 2 | ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ). îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Dk → Dk ÛÁÒÁ × ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ
ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ Dk ÔÏÞËÕ u(x) ∈ @Dk = Sk−1,
Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ @Dk Ó ÌÕÞÏÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ f(x) É x. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u | ÒÅÔÒÁÃÉÑ Dk → @Dk.
ðÏÓËÏÌØËÕ u|@Dk = idSk−1 ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÅÓØ ÛÁÒ Dk, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ Sk−1 × ÓÅÂÑ
ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÕ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f , ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X × ÔÏÞËÕ a ∈ Y , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ g ◦h,
ÇÄÅ h : X → pt | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ) X × ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á g : pt → Y ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
ÔÏÞËÕ × a. ôÏÇÄÁ f∗ = g∗ ◦ h∗ ÎÁ ÌÀÂÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ Hi(pt) = 0 ÐÒÉ i > 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ f∗ = 0
ÐÒÉ ÔÁËÉÈ i.

îÏ id∗ : Hn(Sn;Z) → Hn(Sn;Z) | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z→ Z, Á ÎÅ ÎÕÌØ. ¤
ðÒÉÍÅÒ 3. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 2: ÐÕÓÔØ X = Sn1 ∨· · ·∨Snp | ÂÕËÅÔ ÓÆÅÒ, ÔÏÇÄÁ H0(X) = K É Hn(X) = K�n

ÐÒÉ n > 0, ÇÄÅ �n = #{i | ni = n}. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ; × ËÁÞÅÓÔ×Å A ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ ÂÕËÅÔ Ó ×ÙËÉÎÕÔÏÊ
×ÅÒÛÉÎÏÊ, × ËÁÞÅÓÔ×Å B | ÂÕËÅÔ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÆÅÒÙ ×ÙËÏÌÏÔÁ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ A É B ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ, Á
A∩B ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÍÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÓÆÅÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n1−1; : : : ; np−1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ Hn(X) ÂÕÄÕÔ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÃÉËÌÙ, ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ ÓÆÅÒÙ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÆÅÒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ×ÈÏÄÑÝÉÈ
× ÂÕËÅÔ.


